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TERMINOLOGIA 
A - Area de escoamento.
Ci, C2 • Capacidade térmica do fluido, dada pelas equações (2.5) e
(2,8).
Cp - Calor especifico a pressão constante.
D - Domínio de uma região.
Dc - Derivada total.
D^ - Espessura de parede do duto interno.
f - Fator de atrito, definido pela equação (2.18).
g (z, z1) - Função de Green para o operador Laplaceano.
gN (z, z') - Função de Green associada ã equação diferencial de aleta.
G (z, z1) Função de Green para o operador Bi-harmônico.
hc - Coeficiente de troca de calor por convecção, conforme equa
ção (2.10).
k - Condutibilidade térmica.
L* - Comprimento característica.
, 2-2» h - Comprimento retificado da aleta interna, externa e superfj
cie intermediária.
Li, L2 - Comprimento adimensional das aletas interna e externa, coji
forme equações (5.2) e (5.3).
m N9 de pontos sub-nodais.
m - Fluxo de massa.
M - N9 de Aletas.
n Normal externa a superfície.
N - N9 de pontos nodais.
Nu - Número de Nusselt, definido conforme equação (2.18).
P - Pressão.
Xq - Fluxo de calor por unidade de comprimento do duto.
r - Raio.
R - Raio nominal do duto interno.
R^ - -Raio da extremidade da aleta interna.
Rp - Raio da extremidade da aleta externa.
R^ - Raio do duto externo.
Re " " - ' Número de Reynolds, definido conforme equação (5.30).
Ra - Relação entre difusibi1 idades térmicas.
Ry - Relação entre viscosidades absolutas.
Rp - Relação entre gradientes de pressão na direção axial.
Ry - Relação entre gradientes de temperatura na direção axial,
s - Comprimento de arco.
s - Velocidade de retificação do contorno, dado pela equação
(4.10).
S - Termo fonte de geração ou sumidouro de energia,
t - Tempo.
T - Temperatura.
T^ - Temperatura na base da aleta interna.
Tg - Temperatura na base da aleta externa.
T^ - Temperatura media de mistura, definida conforme equação
(2.7).,
Tq - Temperatura nos extremos de uma aleta qualquer.
u - Velocidade do fluido,
um - Velocidade média do fluido,
x, y - Coordenadas cartesianas,
z - Vetor posição.





















A, B, L, R e 
C, D, E, F, G 
1 » 1 > 2 » 1
Difusibilidade térmica do fluido.
Ângulo de abertura de aleta.
Contorno da região D.
Fronteira sólida de uma região D.
Fronteira com condição de contorno de simetria de uma re­
gião D.
Distribuição Delta de Dirac.
Diferença entre temperaturas media de mistura de um troca 




Variável de parametrização de um contorno.
Comprimento retificado de uma aleta qualquer.








Segmentos de fronteiras para o duto interno e externo re£ 
pectivãmente, mostrado pela Fig. (5.1).
Fronteira sólida para o duto interno e externo, respecti­
vamente.
XI
1 ,2  ; 2,2 - Fronteira com condição de contorno de simetria para o du-
to interno e extierno, respectivamente.
f - Fluido.
n - Normal ã superfície.





Média da grandeza no contorno.
Grandezas avaliadas a cada lado das aletas.
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R E S U M O
O objetivo do presente trabalho é realizar um estudo sobre a transfe­
rencia de calor em regime laminar estacionário em um trocador de calor duplo-tu^ 
bo duplo-aletado isolado externamente. A solução é obtida através do método de 
equações integrais com a utilização da solução fundamental de Green para a re­
gião de escoamento de fluido e funções de Green construídas pelo método varia- 
cional de Ritz para as superfícies solidas. E analisada a distribuição de tem­
peratura e fluxo de calor nas superfícies aletadas para diferentes valores de 
número de aletas. 0 desempenho do trocador de calor é avaliado em função dos 
números de Nusselt do tubo interno e externo, tendo sido plotadas curvas de de­
sempenho para vários valores de número e comprimento de aletas. Os resultados 
do problema hidrodinamico são comparados com as soluções disponíveis na litera­
tura, enquanto que os resultados do problema térmico foram comparados com al­
guns casos limites de solução conhecida.
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A B S T R A C T
The heat transfer characteristics for a laminar forced convection 
fully developed flow in a double-finned circular annul us with axially uniform 
heat flux are obtained using the integral equation technique. The fundamental 
Green's solution is used in the flowfregions, while the Ritz's variational 
method is applied to construct the Green's functions used at the solids surfa­
ces. The influence of the lenght and fin number upon the temperature and heat 
flux distribution over the internal and external fins is presented. The Nus- 
selt number based on inside tube diameter is determined for the inner and 
outer ducts. The solutions of the hydrodynamic problem are compared with 
available data from previous published references and the solutions of the 




O problema da determinação do desempenho térmico de trocadores 
de calor aletados tem recebido especial atenção de inúmeros pesquisadores, de­
vido a sua grande aplicação na indústria atual.
Trocadores de calor em regime laminar e escoamento forçado têm 
emprego assegurado em reatores nucleares refrigerados a metal liquido, onde de­
vido a alta viscosidade do refrigerante e a reduzida influência das forças de 
flutuação, o comportamento do fluido neste escoamento pode ser assim considera­
do [1] , [2]-
•J
Uma importante aplicação do escoamento laminar em trocadores de 
calor ocorre na indústria alimentícia, quando se deseja aquecer ou resfriar a- 
1imentos líquidos de alta viscosidade, o qual se faz, bombeando tais alimentos 
através de trocadores de duplo-tubo.
0 escoamento laminar no interior de dutos também podem ser en­
contrados em coletores solares planos, principalmente aqueles que funcionam a 
termosifão, onde a velocidade de fluxo do fluido ê bastante baixa [3] - [5] ,
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Um outro campo de aplicação deste tipo de trocador de calor , 
muito recente e em franca expansão, i o seu emprego em naves espaciais e esta­
ções orbitais, sendo usado em aquecedores ou resfriadores, com a característica 
de que e inexistente a força de flutuação.
De um modo geral, trocadores de calor aletados são aplicados a 
situações que exijam um bom desempenho em um espaço físico restrito.
As soluções de escoamento laminar em dutos aletados podem ser 
encontradas com o auxílio de basicamente 03 (três) métodos distintos: volumes 
finitos, elementos finitos e equações integrais.
0 método de volumes finitos tem sido largamente empregado na so­
lução dos maiiTvariados problemas de transferencia de calor e massa, sendo fre 
quentemente aplicado ao escoamento em dutos aletados, como SOLIMAN at al [6] 
que aplicaram o método a dutos aletados internamente com temperatura prescrita 
tanto axialmente quanto circuferencialmente, considerando ainda aleta conduto­
ra de espessura finita. Um outro caso em que este método é aplicado, foi ao 
problema de escoamento laminar entre duas placas paralelas, onde uma das pla­
cas é dotada de aletas, tendo sido resolvido por SPARROW at al [7] , [8] para 
diversas condições tanto axiais quarjto transversais.
0 método de elementos finitos tem sua aplicação fundamental na 
elastostãtica, no entanto tem surgido muitos trabalhos utilizando este método 
em transferência de calor. MASLYAH e NANDAKUMAR [9], empregando este método , 
obtiveram a solução para dutos com aletas triangulares internas. A solução en­
contrada foi para fluxo de calor uniforme axialmente e temperatura prescrita na
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secção transversal, inclusive ao longo da aleta.
__ 0 método de equações integrais com a utilização da solução fun­
damental de Green foi introduzido em 1963 por JASWON [l0] e SYMM [llj , na soljj 
ção de problemas relacionados a teoria do potencial e elastostatica.
Uma das principais dificuldades deparadas por qualquer método 
numérico são as fronteiras, ou seja, o tipo de secção transversal e a natureza 
da condição de contorno. 0 primeiro aspecto é facil observar quando a frontej[ 
ra do problema é de forma irregular fazendo com que o sistema de coordenadas 
cartesianas se torna inadequado para armazenar as condições de contorno exata­
mente sobre a fronteira, sendo necessário interpolações sobre todo o contorno. 
Esta dificuldade desaparece com o método de equações integrais, pois as infor­
mações são armazenadas diretamente sobre a fronteira, não importando a forma , 
eliminando este inconveniente.
Outra vantagem do método de equações integrais é inerente ao fa 
to das informações estarem sobre a fronteira, tornando necessária a resolução 
de um sistema com menor número de equações, implicando diretamente na redução 
do tempo de computação, como pode ser visto em [12] e [13] . Outras vantagens 
podem ser observadas na aplicação a problemas específicos, como o escoamento 
sobre superfícies externas ou ainda a regiões muitiplamente conexas com condi­
ções de contorno mistas.
A aplicação do método de equações integrais a problemas de trans^ 
ferincia de calor por convecção em regime laminar foi. empregada por HU e CHANG 
[14] em 1973 na obtenção da solução analítica do problema de transferência' de
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calor em dutos aletados internamente e fluxo de calor uniforme axialmente e 
prescrito na secção transversal e aletas. A solução para dutos aletados exter 
namente com fluxo axial uniforme e temperatura a fluxo conhecidos tranversal - 
mente, foi apresentada por COLLE [15] em 1976. Um caso particular deste trab£ 
lho é apresentado por MALISKA [16] onde este método de solução foi empregado em 
trocadores de calor duplo-tubo com aletas que se estendem entre os dois dutos, 
para condição de fluxo de calor uniforme axialmente e prescrito transversalmen 
te. 1
Em 1979, COLLE [17] utilizou equações integrais na .analise de 
perda de cârga em regime laminar em dutos de secção transveral mui ti piamente 
conexas. Os resultados apresentados mostram boa concordância com as soluções 
disponíveis na literatura. Um estudo bastante completo sobre transferência de 
calor em dutos de secção transveral arbitrária para fluxo axial de calor uni­
forme, foi apresentado por COLLE [18] , onde são analisadas diversas . geome- 
trias e condições de contorno transversais.
PRATA [l9] em 1980 utilizou 0 mesmo método para solucionar 0 
problema de transferência de calor em regime permanente e fluxo de calor axial 
uniforme, para dutos de parede espessa e secção transversal elíptica. Uma anã 
lise do escoamento em regime laminar estacionário para temperatura uniforme 
axialmente foi obtido por COLLE [20] em 1982, tendo obtido soluções para dutos 
de secção transversal retangular, as quais apresentaram boa concordância com 
as soluções analíticas conhecidas.
0 principal objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre 
a transferência de calor em regime permanente estacionário em um trocador - de
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calor duplo-tubo duplo-aletado isolado externamente como apresentado pela Fig. 
1.1, utilizando o método de equações integrais, tendo em vista a determinação 
do comportamento do escoamento e a obtenção de resultados que possibilitem otj[ 
mizar o número de Nusselt.
Fig. 1.1 - Trocador de calor de duplo-tubo duplo-aletado.
A colocação de aletas em dutos tem por objetivo primeiro o au­
mento da área de troca térmica, no entanto, ã medida que se aumenta o compri­
mento das aletas, a velocidade ponto a ponto do escoamento ê alterada, influen 
ciando diretamente no número de Nusselt, concomitantemente, a potência de bom 
beamento deverá ser aumentada devido a elevação do fator de atrito.
Todos estes fatores estão intimamente ligados entre si, fazendo 
com que qualquer alteração nas variáveis, tais como comprimento das aletas , 
condutibilidade térmica e outras, afetem sobremaneira o comportamento do escoà 
mento. Deseja-se obter neste estudo subsídios que possam ser utilizado pelo 
engenheiro no projeto de trocadores de calor.
2 - FORMULAÇÃO GERAL DO PROBLEMA
2.1 - Considerações Preliminares
0 presente capitulo mostra a formulação do problema de transfe­
rência de calor em regime laminar em trocadores de calor de duplo-tubo alètados 
A simetria do escoamento é aproveitada e a região de estudo conforme a Fig. 2.1.
Fig. 2.1 - Secção transversal do trocador de calor em estudo.
A fronteira do problema i dividida em segmentos de acordo com a
Fig. 2.1, sendo que cada um desses segmentos e considerado uma superfície de 
Liapunov; ou seja, as derivadas em toda a extensão do contorno existem e são 
continuas.
A análise global dé problemas de transferência de calor em dutos 
e muito complexa em virtude do grande número de variáveis envolvidas, 0 presen
í— i>Dc
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te estudo restringe a solução do problema considerando as seguintes hipóteses 
simplificativas:
i
a) Fluido newtoniano em escoamento laminar;
b) Perfis de velocidade e temperatura plenamente desenvolvidos;
c) Propriedades físicas dos fluidos constantes;
d) Dissipação viscosa desprezível;
e) Condução axial nos fluidos e superfícies sólidas desprezíveis;
f) Duto retilTneo de superfícies perfeitamente polidas.
Outras hipóteses simplificativas consernentes 5 natureza do pro­
blema são consideradas aqui em particular:
g) Aletas cônicas de espessura desprezível;
h) Duto interno de espessura de.parede desprezível;
i) Duto externo isolado; j
j) Escoamentocontracorrente e fluidos de mesma capacidade calorT 
fica horária.
c'
As hipóteses simpl ificativas de (a) ati (f) são usualmente enco_n 
tradas em trabalhos deste tipo, sendo importante ressaltar que a solução aqui 
obtida não i aplicável ã regiões de entrada de dutos, limitada pela hipótese 
(b). A consideração de que as propriedades dos fluidos são constantes, implica 
em que a diferença de temperatura entre a entrada e saída do trocador não pode­
rá ser elevada. Outra restrição importante diz respeito ã condução axial ’nos
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fluidos e superfícies sõlidas. Esta hipótese faz com que o escoamento seja tal, 
que os gradientes de temperatura transversais sejam muito maiores que os gra­
dientes axiais.
0 comportamento térmico de trocadores de calor duplo-tubo ê in­
fluenciado diretamente pelas capacidades térmicas, aliado ã direção de escoamen 
to dos fluidos. A hipótese de escoamento em contracorrente e igualdade de capai 
cidades calorífica horária implica em que todo calor retirado do duto interno 
seja igual ao calor entregue ao duto externo em cada secção transversal, ou se­
ja, não há fluxo axial no fluido e superfícies sólidas. ]
2.2 - Estudo do Escoamento em Trocadores de Calor
Os trocadores em calor duplo-tubos, podem ser divididos basica­
mente em duas classes relativo a direção do fluxo dos fluidos:
1 - Trocadores de fluxo paralelo;
2 - Trocadores contracorrente.
Nos trocadores de fluxo paralelo, como o próprio nome explica , 
tanto o fluido quente, quanto o fluido frio, percorrem o trocador de calor na 





Fig. 2.2 - Desenho esquemático de um trocador
de calor duplo-tubo de fluxo paralelo.
A característica deste tipo de escoamento e a diminuição progres^ 
siva da diferença de temperatura entre os dois fluidos, ou seja:
★
©z = Tkib‘, z ‘V ,  z ' f <2> (2.1)
A outra classe de trocadores de calor, a qual foi adotada neste 
estudo, e mostrada na Fig. 2.3, e i caracterizada pela direção contrária dos e£ 
coamentos no trocador de calor. __
I©
Fig. 2.3 - Desenho esquemático de um trocador de 
calor duplo,-tubo contracorrente.
Fig. 2.2 - Desenho esquemático de um trocador
de calor duplo-tubo de fluxo paralelo.
A característica deste tipo de escoamento é a diminuição progrej^ 
siva da diferença de temperatura entre os dois fluidos, ou seja:
A outra classe de trocadores de calor, a qual foi adotada neste
estudo, i mostrada na Fig. 2.3, e é caracterizada pela direção contrária dos es_
i
coamentos no trocador de calor.
Fig. 2.3 - Desenho esquemático de um trocador de 
calor duplo-tubo contracorrénte.
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Neste tipo de trocador de calor, a diferença de temperaturas z
entre os dois fluidos e 90 z 
3z
poderão ou nao ser constantes, dependendo direta-
mente das capacidades caloríficas dos fluidos. A igualdade desta grandeza assu^




0z = ^bi ,z - "^b2 ,z = cte
90Z 3T . 9T L n ---  = —  b i , z ----b2,z = 0
9z 9z 9z
( 2 . 2 )
(2.3)
Este fato pode ser melhor compreendido aplicando-se o principio 
da conservação de energia a um volume de controle diferencial em uma secção
transversal do duplo-tubo. De forma esquemática temos o seguinte escoamento:
///////////////////////////////////////////////////////////////////////
Pz JJL2 A* CP2  ^Tbz + dz ^  — • • *- A2 Cp2 Tbz
<°« JJ* A* Cpi Tb* --
** * / * úTbi » \ — Ci JJLi Ai Cpi f Tb) + • dz )
ímmimmmminrTrn 
Fig. 2.4 - Balanço térmico
niinniunnniinunnninimm
dz* —
esquemático no trocador duplo-tubo.
Uma outra condição advinda da hipótese (j) e a uniformidade do 
fluxo de calor por unidade de tempo e comprimento, permitindo que o balanço re­
presentado pela Fig. 2.4 possa ser escrito da seguinte forma:
9T






Onde Ci e C2 sao as capacidades caloríficas dos dois fluidos , 
sendo dadas por:
*  *  *★
c. = m,Cpi = P.UmiA,Cpi (2.5)
C2 - m2Cp2 - p2um2A2Cp2 (2.6)
A igualdade das capacidades caloríficas assumida pela hipótese 
(j) faz com que ,as equações (2.2) e (2.3) sejam obtidas diretamente de (2.4).
2.3 - Análise Térmica do Escoamento Laminar em Dutos
Um outro fato importante proveniente da hipótese (b), a qual as­
sume os perfis de temperatura e velocidade plenamente desenvolvidos, é a exis­
tência de um perfil adimensio.nal de temperatura invariante com o comprimento a-
- t” *xial do duto, sendo definido em termos da temperatura media de parede s e tem
T * -peratura media de mistura b , a qual caracteriza o estado de energia térmica
média do fluido [21] e dada por:
★
Tb 1
*  *  *u T dA (2.7)
A partir do momento em que é assumido este perfiladimensional de 











A análise da equação (2.8) em conjunto com o conceito de coefi-
i de calor por convi
1 idade tirmica aplicado ã parede:
ciente de troca vecção " hc " e da lei de Fourier da condutibi'
(2.9)
q = - k ( * L )
3Ü* 3Di
(2 .10)
permite que se conclua que:
k
= cte (2.11)
ou ainda, o coeficiente de troca de calor por convecção é invariante com a di­
reção do escoamento para perfis de velocidade e temperatura plenamente desenvol_ 
vidos. Aliado ã condição de uniformidade do fluxo de calor axial, tem-se:
Ts - ^b = cte (2 .12)







0 uso de invariância do perfil adimensional de temperatura com a 
direção do fluxo, permite que se possa escrever:
3z* T* - Tf s b
Diferenciando e rearranjando,
T* T*
(_i_I---- ) = o  (2.14)
( ------- ü_) ( _ J l _ -----) (2.15)
3z* 3z* 3z* 3z* T* - T*s b




A aplicaçao da presente análise individualmente em cada duto do 
trocador de calor, mostra que:
3T? 3T* 3TÍ 3T* 3T*____  _ ___ S i _ D x _ P2 _ s _ ____  ^2 1 ~j)
3z* 3z* 3z* 3z* 3z* 3z*
0 comportamento térmico e hidráulico do escoamento para efeito 
de análise comparativa é determinado com ajuda do número de Nusselt e do fator 
de atrito, tendo sido definidos convensionalmente por:
I
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f = 2 . V (2.19)
Onde: Di = diâmetro interno
*TS = Tensão cisalhante do fluTdo na parede = y —-—3n*
(2.20)
0 fator de atrito pode ser entendido fisicamente como sendo uma
relação entre a energia cinética dissipada no atrito entre a parede e o fluido 
e a energia cinética transportada pelo escoamento. Esta relação tem aplicação 
direta, na determinação da potência de bombeamento.
0 número de Nusselt pode ser entendido fisicamente como uma relji 
ção entre o gradiente de temperatura do fluido imediatamente em contato com a
superfície e o gradiente de temperatura de referência, a qual é dada - por
T * t * * T * - -r T *( s - b ) / L , onde s e a temperatura da superfície, b é a temperatura
-  ~ * que caracteriza o estado térmico da secção transversal e L e uma dimensão ca­
racterística.
2.4 - Equação do Movimento
Nos problemas de transferência de calor se faz necessário o co­
nhecimento da distribuição de velocidade no escoamento, a qual ê fornecida atrji 
vês da equação de Navier-Stokes:
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A equação de Navier-Stokes na forma como i apresentada pela equa 
ção (2.21) representa o comportamento de um fluido em situações bastante abran 
gentes, todavia devido as características do tipo de escoamento em estudo, tal 
como regime permanente,, propriedades físicas constantes e perfil de velocidade 
plenamente desenvolvido, permite com que a equação (2.21) passe a ser escrita 
da seguinte forma em coordenadas cartesianas:
V . (yVv) = Vp + v . W  (2.21)
'2 * 2 * *9 u + 9 u = _L 9P (2.22)
9x*2 3y*2 y dz*
A adimensionalizaçao das equações é necessária para que as solu­
ções obtidas possam ter validade para um número maior de situações,para tanto 
adotou-se L como uma dimensão característica da secção com as demais grandezas 
e constantes físicas referenciadas ao fluido do duto interno,
★















As equações do movimento para 0 duto interno e externo reduzem-
V2uj = - 1 (2.27)
1
V2u2 = - Rp . Ry (2.28)
onde: Rp - Relação entre gradientes de pressão
★ ★
_ ap2 , apiR = (2.29)
p 3z* 3z*
Ry - Relação entre viscosidades absoluta
Ry = yi / y2 (2.30)
A relação entre gradientes de pressão é determinada de modo que
0 critério de igualdade de capacidades caloríficas seja respeitado. Uma descH 
ção detalhada deste coeficiente pode ser vista na secção 5.1. i
A solução de cada uma das equações do movimento é obtida indivi­
dualmente, resultante de dois problemas a valores de contorno específicos, com
f
condições prescritas em toda a extensão da fronteira, descritos como:
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Duto Interno: V2Ui = - 1
Ui I = 0  
3D
z C D ,






z £ 3Dg, 3Dr (2.33)
Duto Externo: V2u2 - - R . RP y
3D
z £ D





z £ 3Dq , 3Dq (2.36)
2.5 - Equação da Energia
-'A equação da energia para fluidos newtonianos incompressTveis é 
descrita de uma maneira mais completa da seguinte forma:
D T* D P*pCp _ c
Det
V* . (kf V*T*) + g 4,* + —i--- + s (2.37)
Dct
onde <f>* - funçao dissipação
s - termo fonte de geração ou sumidouro de energia
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--- - Derivada total de uma grandeza qualquer ¥
v
D Vr ÍWDefinida por: --- = —  + u* . V*'!' (2.38)
D t at ~ c
Aplicando as condições preestabelecidas de escoamento unidimen­
sional com perfil plenamente desenvolvido e propriedades físicas constantes , 
sendo ainda considerada a dissipação viscosa e os termos de pressão desprezí­
veis, a equação da energia em coordenadascartezianas se reduz a:
, , a2T* , 32T* , _ „ r 3T*kf ( ----  + -----  ) = p C u* --- (2.39).
3x2* ay2* p az*
Fazendo o uso das definições anteriores de velocidade e coordena 
das adimensionais dadas por (2.23), (2.24), (2.25) e (2.26) obtem-se as seguin­
tes grandezas adimensionais:
T  *j T i *i yi







onde af 1 - Difusibilidade térmica, dada por = °T = —— (2.42)
PCP •
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As equações de energia para os dois dutos após feitas as adimen- 
sionalizações reduzem-se a:
VZTi = - Ui
V2T2 - - U2 R^ Rj
(2.43)
onde R^ - relação de difu^ibilidades térmicas Ra = cti/a2 (2.45)
Ry - relação de gradientes da temperatura na direção axial,
Definida por R-j- = / Ui- = 1, a partir da (2.46)
3z* 8z* equação (2.17)
As equações da energia (2.43) e (2.44), assim como as equações 
do momento (2.27) e (2.28) são equações diferenciais parciais lineares de segun 
da ordem elípticas de Poisson.
Com 0 objetivo de simplificar 0 tratamento matemático das equa­
ções (2.43) e (2.44), é aplicado sobre elas 0 Operador Laplaceano, aliado ao 
uso das equações (2.27) e (2.28), sendo transformadas em equações bi-harmônicas 
assim representadas:
V-Tj = 1 (2.47)
V4T2 = R R R R = R (2.48)P a y I t \ y
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As equações (2.47) e (2.48) formam um problema a valores de con­
torno descrito da seguinte forma:
v V i  = 1 z £ Di (2.49)
3Ti
--- 1 = 0  z £ 3DB , 3DR (2.50)
92 3D
3Ti
—  | = qn z £ 3DL , 9DA (2.51)
3ÍÍ 3D
= • Rf z £ D2 J (2.52)
3T2
--- 1 = 0  z £ 3DC , 3Dd , 3De (2.53)
^  3D
3T2
--  r = qn 2 e  3Df , 3Dr ' (2.54)3n r ü
~ 3D
Ti | = T2 | z £ 3DAjG (2.55)
3DA 3Dq
Para a completa colocação do problema é ainda necessário o esta­
belecimento das equações relativas ãs superfícies aletadas.
As regiões aqui descritas como aletas, possuem a característica 
de o fluxo de calor através de tais regiões ser considerado unidimensional» a$^
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sim como temperatura constante a cada secção transversal. Este conceito foi 
aplicado não somente ãs aletas propriamente ditas, mas também ã superfície de 
separação entre os dois dutos, aqui chamada " superfície intermediária
As equações de aletas podem ser obtidas diretamente da equação 
da energia, ou realizando um balanço energético. Esta última forma é aqui des­
crita devido a melhor visualização do fenômeno físico:
-Kf • da On
—* ds
-K» A*(.)-ÍL <ls* _}_* '-K .*•(.)-jLL* i i òs*J__________
Fig. 2.5 - Balanço de energia na aleta,.
onde A (s) é a area da secção transversal da aleta.
Efetuando-se o balanço térmico no volume de controle de uma ale- 
ta de secção transversal genérica obtém-se:
JL(**(s) 3l!) . ll. (ilT+ 3L',
as* 3s* k 3n 3n
(.2.56)
Este mesmo procedimento é então repetido para as regiões em quejs 
tão, resultando nas seguintes equações diferenciais com as respectivas condi­
ções de contorno,estando adimensionalizadas segundo as equações (2.23), (2.24),
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(2.39) e (.2.40)
Aleta Interna: 9 ^  ^  9~*~x  ^ ^
9s L 9s k 3n
(2.57)






Aleta Externa: 9 /n \ 0 fz----  (Ap(s) ---) = 2 ---- ----
3s r 9s k_ 9n
(2.S0)








i  k f  9 T i  2  k  3 T1 (—L i ___ | ‘ 2 1 >2 ^
A  ^MA,G s 9n 9n
(2.63)
Ti ,2(s = 0) = Tb 
Ti,2(s = h) = Ta
(2.64)
(2.65)
Um importante fato a ser notado é o acoplamento do problema, im­
plicando na necessidade das equações (2.49), (2.52), (2.57), (2.60) e (2.63) se­
rem resolvidas, conjuntamente.
3 - MÉTODO DE SOLUÇÃO POR EQUAÇ0ES INTEGRAIS
3.1 - Conceitos Básicos
O método de solução conhecido por " equações integrais " , tem 
por finalidade transformar um determinado problema estabelecido através de equa^ 
ções diferenciais para um dado domínio "D" , em um problema a valor a contorno 
onde as soluções são agora obtidas através de equações integrais definidas sob 
a fronteira "8D" do problema. J
i
A transformação de uma equação diferencial em uma equação inte­
gral no contorno é conseguida com a ajuda primeiramente de equações diferenciais 
auxiliares obtidas através dos operadores Laplaceano e Bi-harmônicó associados 
ao problema e suas respectivas soluções fundamentais.
0 operador Laplaceano associado produz a seguinte equação dife­
rencial parcial:
- V2g (z, z') = ô(z, z1) z, z' £ Rn (3.1)
A solução fundamental desta equação é chamada Função de Green a:s 
sociada ao operador de Laplace, para R2 é igual a:
g (z, z') = - - 1 -  ln |z - z1| (3.2)211
A equação diferencial auxiliar, associada ao operador bi-harmônj^
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- V“G (z, z') = ô(z, z') z, z' £ Rn (3.3)
cuja solução para o R2 serã: i
G (z, z') = - —L- |z - z'|2 (ln|z - z'| - 1) (3.4)
811
Além do uso das soluções fundamentais de Green, são necessários 
alguns teoremas e identidades, utilizados como meio de transformação das equa­
ções diferenciais em equações integrais.
. Teorema da Divergência
V.u dA = u.n ds (3.5)
D 3D
onde u ê um campo vetorial continuamente diferenciãvel, D é uma região do Rn ,
n é o vetor unitário normal ã fronteira dD, ds é o elemento de arco e dA é o1 ' £
elemento de área.
. Segundo Teorema de Green
í (u V2v - v V2u) dA = f (u $1 - v —  ) ds (3.6)
D J3D
onde u e v são funções continuas e possuem derivadas de segunda ordem também 
continuas em D e 9u/3ne3v/3n seus respectivos derivados normais,dadas por:





= V v . n (3.8)
Identidade de Rayleigh-Green
4 •*
(uV v - vV u)dA
D






Onde as funções ü e v possuem derivadas de quarta ordem contjí 
nuas no Domínio.
3.2 - Aplicaçao do Método Integral a Equação do Movimento
Com vistas a uma maior generalidade para a formulação integral ,
i sugerido o seguinte problema, similar àquele proposto inicialmente pélas equji 
ções (2.31) a (2.36).
Seja D a região correspondente a secção transversal de um duto e 
3D a sua fronteira, com condições mistas de potencial ou derivada do potencial
Fig. 3.1 - Escoamento em dutos de secção trans^ 
versai arbitrária com simetria.
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A equaçao para o problema hidrodinâmico propostQ é de forma:
V u = - a z e d (3.10)
u | = 0 
3DX




onde a é uma constante.
z £ 3D2 (3.12)
A equação integral do problema e obtida multiplicando a Equa­
ção (3.10) pela solução fundamental de Green g e a Equação (3.1) por u e soman­
do-as,
i
2 2 . i  
gV U - uV g = uô (z ,z ) - g.a (3.13)
integrando a equação resultante (3.13) no domínio D, com aplicação do segundo 
teorema de Green ao Tado esquerdo da igualdade, obtem-se:
3D
(g iy. . u M )  ds = 
3n 3n
u 6 (z ,z )dA - a 
D
d A (3.14)
Onde: 3D - 3Di + 3D2 (3.15)
A forma final da equaçao e obtida aplicando as condições de .con­





g(z,z') —  (z)ds - 
3n 3D;
u(z) ^-(z,z)ds + a 
3n
g(z,z') dA (3.16)
Aplicando a característica de simetria da função de Green e tro­









z e d (3.17)
A equação (3.17) mostra que a partir do momento que se conhece 
a derivada normal da velocidade no contorno 3Di e a velocidade no contorno 3D2,
i possTvel obter o valor da velocidade em qualquer ponto do domínio D., No en­
tanto, tais condições são desconhecidas na fronteira, exigindo uma outra equa­
ção para que se determine estes valores.
A nova equação integral surge através da própria equação (3.17), 
com a condição de z £ 3D. Este procedimento leva, no entanto, ao surgimento de 
singularidades quando z = z1. A eliminação deste inconveniente e feita através 
de um semi-cTrculo de raio r com r 0, conforme mostrado pela Fig. a.2 do apêji 










Deste modo o problema da velocidade fica completamente determina^
do, bastando tão somente a solução de (3.18) para a determinação de u em 3D2 e
3u em 8Ü! , sendo posteriormente aplicados em (3.17) na determinação do campo. 
3n
Um inconveniente surge do fato da função de Green não adnri 
tir a solução para todas as classes de contorno, os quais são denominados pela 
literatura de contorno r [23] . Sendo conveniente que se introduza em (3.17) e
(3.18) a condição de consistência do problema (3.10) - (3.12).
V2udA = 3u
3Dj d~
ds = - a.A(D) (3.19)
A equação (3.19) chamada de condição de consistência, é obtida
i .(
fazendo â integração da equação (3.10) no domTnio D e aplicando o'Teorema de 
Divergência.
Ê interessante notar que as equações (3.17) e (3.18) podem serr"
reduzidas a integrais somente no contorno (ver apêndice A), tal como apresenta­
do por [17], com isso as equações (3.17) e (3.18) podem ser escritas da seguin­
te forma:
0 u(z) - <2 '-2>-n' U(21)
z - z I I 2
ds1 +
3D2 3Di









%onde 0 = l se z esta localizado sobre 3D e 0 = 2if se z esta situado no interior 
da região D.
Um outro parâmetro importante na obtenção das equações para a
temperatura é a velocidade média do fluido, a qual i definida por:i -
A(D)
u (z) dA z C.D (3.21)
D
Tendo sido estabelecido as equações integrais no contorno para a 
velocidade, é possível obter-se uma expressão para a velocidade média também 
com apenas integrais sobre a fronteira. Uma expressão semelhante ã apresentada 
por [17] é obtida e apresentada no apêndice B.
3.3 - Aplicaçao do Método Integral â Equação da Energia
0 problema da temperatura assim como apresentado no capitulo 2 , 
será tratado de forma diferente para o escoamento no interior dos dutos e para 
as superfícies consideradas aletas. /
3.3.1 - Região de Escoamento do Fluido
0 procedimento adotado segue a mesma linha apresentada para a 
equação do movimento,ou seja,o problema proposto por (2.49) a (2.51) e (2.52) a 
(2.55) é aqui substituído por outro semelhante a fim de que se tenha uma certa
generalidade de solução.
Seja a região D correspondente ã secção transversal de um duto e 
3D a sua fronteira, tal que
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Fig. 3.2
onde qi é a distribuição do fluxo de calor na fronteira sólida 3Di.
0 problema similar proposto é da forma:
- V2T= b u z £ D (3.22)
- kf —  = qn 2 e 3Di , (3.23)
3n 4
= 0 z £ 3D2 (3.24)
3n
onde o problema hidrodinâmico e dado pelas equações (3.10) a (3ll2).
A equaçao bi-harmônica e obtida da mesma forma que (2.49) > e
(2.52), sendo a seguinte:
V T = a . b = t z e  d (3.25)
Multiplicando a equação (3.25) pela solução fundamental assoc|a 
do ao operador V e a equação (3.3) por T somando-as, obtemos:
G y1*- t V g  = t G + Tó(z,z' ) (3.26)
Integrando a equaçao resultante (3.26) no domTnio D e aplicando a 
Identidade de Rayleigh-Green (3.9), tem-se
(g — (V2T) - V2T — ds - T ~  (V2G) - V2G —
y L 3n 3n J • L 3n 3nJ
ds
3D 3D
T á  (z,z‘)dA + t G (z,z')dA
D
(3.27)
A forma final i obtida substituindo V T conforme (3.22) com aplj_ 
cação da propriedade da distribuição Delta de Dirac. A obtenção da solução 
fundamental G(z,z') i descrita pelo. apêndice A e dada pela equação (3.4), tendo 
sido admitido que:
V G (z,z* ) = g (z,z‘ ) (3.28)
resultando na seguinte equaçao:
I
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T(z-) = - t. 6(z,z1)3A +
3D
[g(z,z1) —  (z) - T(z) (z,z1) + b^G(z,z') —  (z) 
3n 3n 3n
+ b u(z) —  (z,z‘)] ds'
3n
(3.29)
Aproveitando a propriedade de simetria das funções de Green e iji 
tercambiando z por z1, obtem-se:
T(z ) = - t ( G(z,z')3A + [g(z,z') 21 (z1) 
D Di 9~ 3D
- &  (z,z') T(z‘) 
3n 3Di
- b G(z,z') — (z1) 
3n
]ds1 - í (z,z1) T(z')J3Dj 3D2 8~





De modo semelhante ao procedimento utilizado na obtenção das e- 
quações (3.17) e (3.18), a equação (3.30) pode ser reduzida a somente integrais 
no contorno (ver apindice A), a exemplo do apresentado por [18], resultando:
X T(z) - 8U 3D







<z'-z)-n’ T (z■)I I  2Z-Z ds'+ A811 3Di

















onde A = 1 para z £ D e X = 1 /2 para;z£3D.
Com a mesma finalidade de se evitar o contorno r nos termos onde 
a integral ao longo do contorno é somente sobre g (z, z'), novamente a condição 
de consistência é empregada, através da aplicação do teorema da divergência a 
equação (3.22), a qual e multiplicada por uma constante arbitrária ç.
V2T dA = bç udA (3.32)
aplicando a definição de velocidade média dada pela equação (3.21),
3D 3n~
ds' = - ç b um (D) A (D) (3.33)
3D
Dessa forma, a equaçao (3.31) pode ser reescrita com o auxílio 

















[ -  (1n|z-z'|- 5/4)fz-z112 - 2b(1n|z-z11- —)u(z 1) ] (z1-z).n' ds1 +
3Dí 3Dí
t I t) ura (0) A (,D) (3 .34)
I
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onde 0 = 11 se z £.3 D e 0 = 21T se z £, D.
3.3.2 - Transferência de Calor nas Aletas
' f,
0 tratamento dispensado ãs regiões considerada.s aletas é seme­
lhante ao retratado anteriormente, no entanto, as funções deGreen utilizadas
são agora construídas pelo método variacional de Ritz (ver apêndice C), con-
f-" ' 
forme descrito em [24] .
De acordo com a formulação apresentada no capitulo 2, uma aleta 
e regida pela seguinte equação:
] = - f (t ) (3.35).
As condiçoes de contorno desta eauacão diferencial Darcial eliD- 
tica poderão ser de forma:
para r = 0
ou T = Tq,










ou , T = T (3.39)
onde t .j é o comprimento retificado da leta.
A escolha de uma ou outra condição de contorno dependerá de qual 
região está em questão: aleta interna, externa ou superfície intermediária.
0 procedimento descrito a seguir e geral podendo ser aplicado a 
qualquer um dos casos anteriores, i
vera satisfazer a seguinte equação diferencial parcial de segunda ordem.
A funçao de Green construída pelo método variacional de Ritz de
(3.40)
Multiplicando (3.40) por T e (3.35) por g^ (t , t ) e somando am
bos, obtém-se:
(3.41)
Integrando a equação resultante entre 0 e !• , tem-se:
t • t . i





Por outro lado tem-se ,que:
—  (P gn — ) = —  P —  + gn —  (P —  )
3 x  3 x  3 t  3 x  S t  3 t
(3.43)
—  ( P T  — ) = —  P — + T —  (P II )
3 x  3 x  3 x  3 t  3 t  3 t
(3.44)
Substraindo a equação (3.44) de (3.43) e integrando a equação ne 
sultante entre 0 e , conclui-se que:
T i aa 
[gn — (P — ) - T • —  (P — )]dt =
q 3x 3x 3x 3x q
— (P gn —  - P T —  ) dt (3.45)
3x 3x 3x
A propriedade da distribuição Delta de Dirac e novamente aplica 
da a (3.42), que em combinação com a equação (3.45); resulta: 1
T (x1) gn (t , x ') f (x) dx =
Ti
—  [P (x) g (x, x') —  (x) -
3x 3x
3gn
- P (t ) T (x ) (x, x') ] dx (3.46)
...Integrando o último termo de (3.46) e utilizando a propriedade 
de simetria das funções deGreen, tem-se,
x .
T (x) g (x,x‘) f (x1) dx' + P (x.) g (x. , x) —  n 1 n i 3t.
X 1 = Ti
I
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+ P(0) T(0) -JÎ (0, x) - P(X.) T (X.) — ü (x., x) 
n 3T' 1 1 3x' 1
(3.47)
A equação (3.47) pode ainda ser simplificada através da aplica - 
ção da propriedade de descontinuidade na derivada das funções de Green, obtida 
integrando a equação (3.40) como segue:
—  [P (x) --- (X, T ' )] dX = -
3x 3x
ô (x, x') 3x (3.48)
Dessa forma,
3g 3g
P (t J  (x., x') - P(0) - ü  (0, x 1 )
3x 3x
-  1 (3.49)
Substituindo (3.49) em (3.47) obtém-se:
Ti
T (x) = 3T9n(T,x') f(x') dx1 + P(xi) gn (xi ,x) - P(0) gn(0,x)-^-
3x1 ,x =Ti x'=0
3g
+ [T(0) - T (x.)] P(x.) (|r., x) + T(0)
1 1 3t ' 1
(3.50)
A equação integral (3.50) deve ser particularizada*para cada su­
perfície mediante a aplicação das respectivas condições de contorno e funções 
de G reen.
As condições de contorno referentes à aleta interna e externa
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são semelhantes e dadas por (3.37) e (3.38),




onde para a aleta interna T = T. e x. = h  e para a aleta externa T = TD e
qo . 1 qo B
Ti = &2
Dessa forma, as funções deGreen obtidas (ver apêndice C) pos­
suem a característica! de:
gn (0, t ) = o (3.51-)
ag.
3x
(t í , t ) = 0 (3.52)
Substituindo (3.37), (^.38) e (3.52) em (3.50) obtem-se a equa­
ção integral correspondente as aletas internas e externas cujas funções de 
Green são dadas por (c.21) e (c.34) e f (x) por (c.12) e (c.25) respectivamente. 
A equação final será:
x .1
T(x) = 2 -I 
ks 0
gn (T > T ') —  (T ') s (T1) dT' + T 
n 3n c
(3.53)
A particularização da equação (3.50) para a superfície interme-
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diária i obtida pela aplicaçao das condições de contorno correspondentes,
T (t = 0) = TP (3.37)
T (x = h) = T, (3.39)
onde "h" é o comprimento retificado da superfície intermediária. Com isso, a 
respectiva função deGreen apresenta a característica de
9n (0, x) = 0 (3.54)
9n (h, x) = 0 / (3.55)
A substituição de (3.37), (3.39), (3.54) e (3.55) resulta na 
equação integral correspondente ã superfície intermediária,
T(t ) = agngn(T, T 1) f (x1) dx' + [Tg - Ta] —  (h, x) + Te (3.56)
onde gn (x, x') e dada por (c.47) e f (x1) de acordo com (c.38), deste modo tem 
-se,
T(x)
K : , n -T+ kfi gn (x, x') (x') s (x1) dx' + Í2 ( " 9T
9n
9n ( T ,  T ‘ ) ( x ^ s í x ^ d x ’ 
k J n 8ns o
9g




0. presente capítulo mostra a obtenção de equação através do uso 
de funções deGreen para problemas genéricos de transferência de calor em dutos 
usando simetria. A aplicação das equações obtidas a um problema especifico i 
apresentada no capitulo 5. 1
4 - MÉTODO NUMÉRICO DE SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES INTEGRAIS
4.1 - Consideraçoes Iniciais
y í
As equações integrais desenvolvidas no capitulo 3 são lineares, 
portanto passíveis de serem resolvidas pelos métodos tradicionais de solução.
^ I
Os. métodos frequentemente utilizados na solução de integrais do tipo Fredholm 
são:
i) Método das aproximações sucessivas; 
ii) Métodos algébricos;
iii) Método da colocação; 
iv)'Métodos mistos
Os métodos de solução de equações integrais são todos, sob cer­
to aspecto, aproximados, sendo a solução obtida através de uma aproximação an^ 
lítica tal como uma polinomial ou séries de potência ou mais diretamente como 
uma aproximação numérica. Hã muito poucas equações integrais para a qual a so 
lução possa ser expressa de forma fechada e estas não possuem grande importân­
cia prática.
0 método empregado na solução das equações integrais obtidas no 
capitulo 3 foi o método da colocação com integração em sub-intervalo. Este me 
todo consiste na divisão de cada contorno em iguais segmento de arco, e para 
cada um destes segmentos de arco hã um ponto nodal sobre o qual é aplicada a 
equação integral. A integração dos núcleos da equação integral em cada um des*
tes segmentos e feita numericamente, através de nova subdivisão, desta vez den
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tro de um mesmo segmento de arco. Estes pontos são denominados sub-nodais. A 
Fig. 4.1 ilustra esta divisão.
A exigência inicial de que um determinado contorno seja uma 
superfície de Liapunov faz com que cada intervalo As^ comporte-se como tal. 
Dessa forma o ponto nodal j_ nunca estará localizado sobre uma extremidade de 
9D.j, garantindo deste modo que a normal de cada um dos pontos nodais esteja bem 
definida.
4,.2 - Aproximaçao das Integrais
As equações integrais obtidas para o problema hidrodinamico e 
problema térmico são caracterizados pela seguinte forma geral:;
(z) k (z, z') <p (z') ds' = f (z) (4.1)
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onde a função <j> (z) i a incógnita do problema, podendo ser a velocidade, tempe­
ratura, derivada normal da velocidade ou derivada normal da temperatura.
i
A função k (z, z1) i um núcleo conhecido, podendo ser a solução 
fundamental de Green para o operador Bi-harmônico ou Laplaceano, suas respecti- 
vas derivadas normais ou ainda as funções de Green obtidas para as aletas.
A função f (z) é um termo conhecido dependente apenas da geome­
tria ou condições previamente determinada nas fronteiras.
A aproximação é feita considerando que <j> (z1 ) seja constante em 
cada intervalo As • ,
J
<t> (z' ) = <t>j z e  às. , j = 1, 2 ,..N. (4.2)
onde N é o número de pontos nodais no contorno 8D^.
Dessa forma a equação (4.1) pode ser aproximada por,
<f> (z) k (z, z ) <J> (z ) ds = f (z) (4.3)
3Di
como <f> (z1 ) e constante no intervalo As- a equação (4.3) resulta em,
J
N _
<P ( z) - L <p. 
- j = l  J




A função <jT (z) e avaliada em cada ponto nodal de 30^ , deste 
modo a equação (4.4) representa um sistema linear ,de equações N x N cuja incóg­
nita é 4>. . A representação de (4.4) para um determinado pontò nodal é:
•' i
k (zi- zj> dsj = fi ' <4 -5)
J=1 AsiJ
onde ô. • e o Delta de Kronicker.
* J
Os coeficientes do sistema de equações obtidas a partir de (4.5)
são,
K. . = <5. .- k (z., z.) ás. (4.6)
Asj
onde a integral ê avaliada, neste trabalho, numericamente, exceto para aqueles 
originários das funções de Green das aletas. ~
i
A equação (4.4) pode ser representada na forma matricial como
sendo:
[K] [*| = [f] (4.7)
4.2.1 - Equaçao Integral da Velocidade
A aproximaçao para as equações integrais da velocidade é feita 
de modo.idêntico a (4.7), entretanto podem surgir dificuldadesspara dividir um
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contorno em arcos iguais devido ã possibilidade de variação da velocidade de 
curva em cada ponto. Una parametrização nas equações é feita a fim de se evi­
tar este problema de forma que:
x = x (x)




s(x) = — —  =Jx( x) + y(x) 
3t 1
(4.10)
x (t ) = 3 x 1
3t 1
(4.11)
y(x) = 3 y 1
3t 1
(4.12)
A aplicaçao desta parametrizaçao em (3.20) resulta*:
0 u (t ). - [z (t 1) - z (t )] . N (t1) u (t ,j
3D2 'z - z (T ')l2
dt1 + [1 n I z (t )
301
- Z (x,:)|+ .1 ] (x1) 
2 3N
dx'= -
3 D í 3D
[z(x')-z(x)].N(x') ln|z(x) - z (t ')| dt'
(4.13)
onde: N (x') = s (r')r.n [z(x’)]e ^  (i1) = s (x‘) ^  [z(x')] = 3U
3N 3n
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A determinação da velocidade e derivada normal da velocidade e 
feita para z (x) £  3D, com 0 = 11 . Deste modo, a aproximação da equação (4.13) 
como descrito anteriormente resulta,
N2 .
1ÍU- -  E u .  ' ü
■ z • z-v N.
N
.(..1:..D.-.J . dt. + z au.
j=l -iT2jlzi-zjl2 ° M  3




(z1 - z.) . N' ln|zi - z1|dx' (4.14)
3D
Convem recordar que como 3D = 3Di + 3D2 a equação (4.14) repre­
senta, um único sistema de equações com u. como incógnita do contorno 3D2 e 3Ü.J J
como incógnita do contorno 3D . Dessa forma o sistema terã Ni + N2 equações
para igual número de incógnitas, que será igual ao;número de pontos nodais
•í
existentes no contorno 3D da região.
A equaçao (4.14) pode ainda ser representada na seguinte forma:




(Zj - Zi). N'
A t 2 . lZi “ Zj
dx-2 J (4.16)
Bij (1 + lnjzi - zj|2 ) dxj (4.17)
/
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Ci = (z - z^). N 1.n |z^ - z | .d t (4.18)
3D
A analise das equações acima mostra que para i = j hã o apareci­
mento de singularidades, as quais deverão ser contornadas através de um integra 
ção analítica na vizinhança dos poios (ver apêndice D).
A representação de (4.15) na forma matricial é:
A u
B 3U
+ [ C .] = 0 (4.19)
Tendo sido determinadas a velocidade e a derivada normal da velo 
cidade, pode-se calcular o campo de velocidades no interior da região de escoa­
mento através da equação (4.13) com 0 = 2ií . Deste modo a discretização é fei­
ta na forma,
u (Z i )
N2 _  _1_










(z - Zi). N ln |z-.
I 2 i
z I . dx
3D
(4.20)
4.2.2 - Equação Integral da Temperatura I
A aproximação discreta das equações integrais da temperatura é
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realizada sob os mesmos preceitos discutidos anteriormente.
A equação da temperatura foi obtida no capítulo 3 na forma de;
< z ' - z >- n ' T ( z 1 )
3D z-z
I I 2










[ -  (ln|z-z' |- 5/4)(z,-z).n'-2b(ln|z-z' j- —)u(z1) ] (z'-z).n* ds' +
3D; 30:
+ 1  b um (D) A(D) (3.34)
A parametrização da equação da temperatura também se faz necessi 
rio, sendo feita do mesmo modo que a equação da velocidade. Neste caso, as ijn 
cõgnitas no contorno são a temperatura e a derivada normal da temperatura, as 
quais são obtidas fazendo z £ 3D com 0 = 11. Dessa forma a equaçao (3.34) pode 
ser reescrita na forma discretizada como sendo:
N2Hx + N2 N í N,
z tj V  E 3Tj Ei j + * 3uj Fi j + E uj Hij + r í -° <4-2,>
j=l j=l j=l j=l :
• i .*
onde
Di j  -  » « u  -  2
(zj - Zi). N 1
AsfJ Izi - zi
dT,2 J (4.22)
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Fi j  = (1n|Zi - Zj!2- 2 )|z1 - z j,-l2 dT, (4.24)
Hij (ln|z. - z-!2 - 1) (z. - z.). N' dx. (4.25)
At ;
\  = -JL 
1 16 d D
(ln|zi - z’|2 - -  ) (zi - z 1)2 (z* - z.) . N' dx' + b uffl (D) A(D)
(4.26)
0 sistema de equações representado pela equação (4.21) possui 
Nj + N2 incógnitas de temperatura e Nj incógnitas de derivada normal de tempera 
tura, perfazendo um total de 2NX + N2 incógnitas, para um total de Ni + N2 equ£ 
ções. Por este motivo, um problema qualquer de escoamento e transferência de 
calor em dutos de secção arbitrária deverá possuir condições prescritas de tem­
peratura, fluxo de calor (derivada normal de temperatura) ou uma combinação de 
ambas. No presente caso, já foi prescrita inicialmente a condição de simetria
= 0, como não se conhece as condições restantes,g Tno contorno 8D2, ou seja ~
3D2
é necessário o uso das equações das aletas para que o sistema seja determinado.
A equaçao (4.21) pode ser escrita na seguinte forma matricial:
[ D ] . [ T ] + [ E ] . [ 1T ] + ' H " U
F 3Ü
+ [ R ] = 0 (4.27)
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Os valores de velocidade U e derivada normal da velocidade 3U 
devem estar previamente determinadas através da equação (4.19).
0 campo de temperatura do escoamento ê determinadá através da 
equação (3.34) como 0 = 2lT . Com aplicação do mesmo procedimento empregado na 
obtenção do campo de velocidades. Após a discretização, a equação (3.34) pode 
ser escrita como,
N x+N2
T (z i) = Z T j —
j=i 21í atj. lzr zj
Nx
dx, - Z 3T, —2 J
j = l 41Í




j = l 8H
(1n|Zi-Zj i2 - 1) (zj-zi). N 1 dx'+ Z 3Ü. b
Ax ? _• j=l 16í
(1n|zi~zj|2-
- 2)(Zi-Zj|2 dx. +
6411 3D
(1n|zi-z1[2 - -)(z'-z.).N' |z,-z'|2 dx1 
2 1 1
(4.28)
4.2.3 - Equação Integral para as Aletas
As equações integrai^ para os aletas obtidas no capTtulo 3 tam 
bem podem ser discretizadas utilizando o mesmo procedimento anteriormente des­
cri to.
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A equaçao para as aletas interna e externa é de forma,
Ti I I
9n (x, x ) f (x ) 3x + Tq (4.29)
substituindo f (t ) conforme (c.12) e (c.25), tem-se:
T (r) = 2 -  gn (x, t ') *1 
, 9n
0 3Di
s (x ) dx + T (3.53)
A discretizaçao de (4.29) será:
N.1
T. + Z 3l. K. . - T = 0
1 j=l J 13 q
(4.30)








A equação (4.30) representa a di.scretização tanto da equação pa­
ra a aleta interna quanto para a aleta externa. Deste modo a forma matricial 
da equação (4.30) e dada por,
[ I ] [ T ] ♦ [ K ] r 3T ] - Tq [ I ] = 0 (4.33)
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onde [ I ] i a matriz identidade.
A equação referente ã superfície intermediaria i discretizada de 





k -, s 0
gn (.T, T-) (xV) S (t 1) dx* +
3n
vs o
9n (T, T 1) ü - '  <T') S (t 1 ) dt' +
9n
9gn
[Tr - T.] —  Ch, T) + T,
9x
(3.57)
A equação (3.57) de forma discreta e descrita por:
Ni Ni




Lij ks A s . J
g„(Ti, Tj) dTj (4.35)
k.í2
M,, =
1J fc J As As.J
(4.36)
Ni








Os valores desconhecidos da equação (4.34) são os fluxos de ca­
lor e a temperatura ao longo da aleta. Esta equação faz o acoplamento entre os
dutos externo e interno por intermédio de 3T+ . e 3T~. respectivamente. A equa-J J
ção (4.34) adquire a seguinte forma em termos de matrizes:
[ I ] [ T ] + [ L ] [ 3T+ ] + [ M ] [ 3T-] -
- Tr [ I ] [ N ] + T. [ I ] [ P ] = 0 (4.39)
onde [ I ] e a matriz identidade.
Deste modo foram estabelecidas todas as equações necessárias pa­
ra a solução de um problema genérico de transferência'de calor em dutos de sec­
ção arbitrária usando simetria com a presença de aletas. A determinação da so­
lução do problema fica condicionada ã solução dos seguintes sistemas de equa­
ções: .... __
' A u
B • + [ C ] = 0 (4.19)
[ D ] . [ T ] + [ E ] [ 3T j +
H ' u
F . . + [ R ] = 0 (4,27)
[ I ] [ í ] + [ K j [ 3T ] - Tq [ I ] = 0 (4.33)
[. I } [ T ] + [ L 1 [ 3T4 } + [ M ] [ 3T" ] - TR [ I ] [ N ] +
+ T. [ I ] [ P ] = 0 (4.39)
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A solução das equações da temperatura deve ser simultânea devido 
ao acoplamento do problema. A precisão do método numérico está diretamente li­
gada ao número de pontos nodais, isto é, uma maior precisão na solução i obtida 
pelo uso de um número maior de pontos nodais, entretanto o aumento do número de 
nodos acarretará' em um aumento do tempo de computação. Para geometrias mUito 
complexas onde é exigida uma excelente precisão, se torna necessário o uso de 
métodos específicos para a solução dos sistemas lineares, tal como o método que 
divide o sistema em blocos de matrizes, como meio de reduzir o espaço de -memó­
ria ocupado no computador.
/
5' - APLICAÇÃO DO MÉTODO E DISCUSSÃO ÒOS RESULTADOS
5.1 - Aplicaçao do Método
Nos capítulos anteriores foi desenvolvida uma formulação em ter­
mos de equações integrais e sua correspondente metodologia de solução, tendo em 
vista problemas de transferência de calor envolvendo convecção e aletas conduto 
ras em regiões mui tipiamente conexas. Dessa feita, a formulação proposta é de 
forma bastante abrangente, sendo aplicável a toda uma classe de problemas de 
transferência de calor.
0 objetivo deste capítulo é a particularização do método inte­
gral ao problema proposto inicialmente e apresentado pela Fig. 1.1., de onde se 
pretende determinar a influência das aletas condutoras no comportamento térmico 
do escoamento. j
A geometria considerada na resolução do' problema é mostrada pj; 
la Fig. 5.1., onde foi aproveitada a simetria.
0 comprimento de referência adotado ê o raio do duto externo de
forma que:
R*RF = 1 e R = (5.1)
L r e*
A influência das aletas será avaliada através de seu comprimento 








Rp -  R
1 - R
(S.3)
sao os comprimentos admensionais das aletas interna e externa res-
Re R^ o raio do topo da aleta interna e D o raio do topo da aleta
'V
Fig. 5.1 - Geometria do problema.
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0 problema na forma estabelecida através das equações diferen­
ciais e respectivas condições de contorno é um problema de Newmann, ou.seja , 
condições prescritas apenas na derivada normal da temperatura, dessa forma, é 
necessário estabelecer um temperatura de referência, tendo sido escolhida a tem 
peratura da base da aleta interna ^A. No entanto, outra dificuldade surge â me­
dida que se deve conhecer a temperatura da base da aleta externa "^ B, entretanto 
tal temperatura pode ser incluída como incógnita na posição do nõ 1 da superfí­
cie G, conforme Fig. 5.1.
De acordo com as considerações iniciais, a temperatura serã'cons
tante radialmente na superfície intermediária, dessa forma, as temperaturas nos
3D 3D — ^contornos G e  A serao iguais ponto a ponto.
0 angulo de abertura do setor e definido a partir dó número de 
aletas no duplo-tubo como sendo,
(5.4)
; 0 trocador de calor é considerado isolado externamente, isto é , 





onde M e o número de aletas.
(z1 - 
3Di,2 lZ "
1  f: (z
2 9D J
11 u ! , 2 (z1 ) -
1 í : (z2* 3Dj 
um i (Di) A(Dx)






'12 uij 2 (Z’)dr1 + (1n|z - z' | + — ) 3Ui,i (z‘ ) dx' 2
1 - z). n 1 ln(z - z') dx' z' 6 3Di,i (5.6)
(z1 - z).n1
3Di,: z - z
• I 2
Uj ,2 (z1)dx' + (1n|z-z'|- -  )3ux,i (z‘) dx' 
3Di,i 2
- z ) . n ' l n | z - z ' |  dx1 z 1 £  3 D i ,2 (5.7)
411 •
-  (1n|z - z'|- —)(z' - z).n‘(z - z').n dx' dx + 
3 2
4li
ln|z - z1|(z - Z').n 3Ui,i (z1) dx' dx +
, 411
2 z)-r1.1 (z - z’).n ui,2(z') dx' dx (5.8), i I 2 ~
3Di 3Di ,2 z - z'
. Problema Térmico
59
U '  - Z).n
z - z I I 2
(z1 - z).n‘
z - z I I 2
Tj.zíz’) dx' +
+ , ( 1  + 1n|z - z‘]) 9T1 * 1 dx' = -
3 D1, ] 3Di,
[ - (1n|z - z 1I- 5/4)(z - z').n' +
4 ; ' ; ,
+ (ln| z - z’ I - 1) 3ui, 1 (z ' )] 1 z - z 112 dx' +
3Di ,
t 1  (ln|2
,4
- z -
5/4)(z' - z).n' - 2(1n|z - z'|- 1 j Ul,2(z')](z1 - z).n' dx1 - 1  um (Da) A(Di)
2 .
z' 6 3D1,1 (5.9)
U T i , 2 ( z ' ) - (z1 - z).n'
3 D 1 , : z - z
.12 Ti ,i(z1) dx' -
(z1 - z).n'
3Di , ; z - z
I I 2
Tl, 2 (z1) dx' +
3 D i ,
( — + ln|z - z 1I) 3Ti,i dx1 = -
2 4 3Di,
[- (1nIz - z'I- 5/4)(z1 - z).n'+ 
4
+ (ln|z - z 11 - 1) 3ui ,i (z1)] |z - z ' I2 dx' + -
4 3 Di ,
[ 1  (1 n|z - z' 
4
- 5/4)(z‘ - z).n' - 2(1n Iz - z 1|- —) u !,2(z ')](z 1 - z).n' dx' - -  um (D x) A(Di)
z ' £  3D1,2 (5.10)
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T. (x) = 2 kfl
Jli
gN,L T^ ’ T ') 9TL dx’ + TA z' £ 3Dl
s o
onde 3 D x = ,3Di,i + 3Di ,2 » 3Di,i - 3D^ + 3D^ e 3Di,2 = 3Dg + 3DR
b) Duto Externo
. Problema Hidrodinãmico
(z1 - z ). n 1
3D2, : z - z
I I 2
u2)2 (z1) dx' +
3D2 s ï




(z1 - z).n' ln|z - z’|dx’ z' £ 3D2 ,ï
3D ?_
Hu2 ,2 (z‘) (z1 - z).n'
3D2, ; Z - Z ' I 2
u2 ,2 (z') dx' +
3Û2, ï




(z1 - z).n' 1nIz - z'| dx' z1 £ 3Ü2 >2;
3Ds
um2 (D2) A (Dz )
411 3D2 SOÍ.











n dx1 dx +
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(z1 - z).n1
4H 3D2 3D2 9 2 z - z
I I 2
(z -z').n u2)2 (z1) dx 1 dx
Problema Térmico
HT2,i (z ') - (z1 - z),n'
z - z ' ! 2
T2 ,1 (z1) dx' - (z' - z).n' T
3D2,; z - z■ I 2
3D2 ,1
( -  + ln|z - z'i) 3T2 ,1 (z1) dx' = 1 
2 4 302 > 1
[ í  (l:n| z - z4 
4
+ b (1 n| z - z ' | - 1 ) 3u2 51 (z1)] | z - z ' | 2 dx' + -  
; 4 3D2 j
5/4)(z' - z).n‘ - 2b(ln|z - z '|- —) u2 ,2(z')](z' - z).n' dx' - - 
~ 2 2
z 6  3D2 , j
itt2 ,2 (Z') - (z1 - z).n'
3D2 »1 z - z
■ 12 T2 >1 (z') dx1
U' - z).n' T
z - z ■ I 2
2 »
3D2 ,1
( -  + 1 n | z - z'|) 3T2 , i (z') dx’ = -1 
2 4
(1 n|z - z'
4
+ b (1 n|z - z '|- 1 ) 3u2 , j (z')] | z - z '|2 dx' + -
4 3D2,
[ -  (ln|z - 
4
5/4)(z' - z).n' - 2b(ln|z - z'|- -) u2,2(z')](z' - z).n' dx'- -  
~ 2 2
(5.14)
2 s2(z') dx' + 
-5/4)(z'-z).n' 
- z' | -
Ura (D2) A(D2)
(5.15)






Z 1 £  9Ü2 , 2 (5.16)
Tp (t ) = 2
kf2 - 2
s o
gN,F ^T ’ T '^  9 T F d T ' + TB z ' 9 D p
k^i




gN (t , t ') 3Tr dx' +
3g
tb [ r + — 1 (h, T ) ] -  t
3 x 1 A
9g
3 x 1
(h, t ) Z’ £ 3DAjG (5.18)
onde 3D2 - 3Ü2,i + 3Ü2,2 > 3D2,i - 3Dr + 3D + 3Q- , 3Ü2,2 = 3Dr + 3Dn ,t  r  a  L u
a = R . R , b = R . Rx e i = a.b. p y a T *
" A solução do problema hidrodinamico para 0 duto interno pode ser
obtida diretamente das equações (5.6) e (5.7) de onde se determina 3ui,2 e
u 1 ,2 . De posse destes valores, a velocidade média na região 1 pode ser calcula^
da a partir de (5.8). No entanto, a solução para 0 duto externo não é obtida
diretamente, devido ao desconhecimento da lE-J. / 9P.*1 5 a qUal determina a con-
3z* 3z*
dição de igualdade de capacidades caloríficas.
0 primeiro passo na determinação desta relação é reescrever a 




v 2 ( —  ) = - R. (5.19)
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Sendo entao determinados os valores1 de u£,2 e 8u 2,j das equações 
(5.12) e (5.13) e a velocidade media u+m2 através de (5.14), onde:
ul ,2 = ( ^ 2  ) (5.20)
RP
9uí.i = ( ) (5.21)
RP
4. ' Um
u m 2 = ( - ^  )■ (5.22)
V
0 valor da constante R e finalmente determinada por intermédio
r
das equações de capacidade térmica dos fluídos (2.5) e (2.6), com:
Ai pi S i
R = ------------ í- (5.23)
um 2 A2 p2 Cp2
Deste modo., os valores de u2 ,2 , 9u2,i e u ^  sao obtidos pela 
~ + + + multiplicaçao de u2,2 , 8u2,i e um2 por Rp.
Tendo sido determinadas as incógnitas de velocidade tanto no du- 
to interno quanto no duto externo, as equações para a temperatura (5.9) e (5.11) 
e (5.15) a (5.18) são resolvidas com as seguintes condições de contorno:
■ i
3Te (z 1) = 0  (5.24)
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^ í' .ij 
As outras condiçoes de contorno, tais como a simetria e o fluxo
de calor na interface solido-lTquido, jã estão incluídas nas equações integrais 
sob a forma de dl2,z = 0 e equação para as aletas. Deste modo, tem-se um pro­
blema acoplado exigindo que a solução tanto parif*o duto interno quanto para o 
duto externo sejam obtidas simultaneamente.
0 mesmo procedimento para a disçretização e parametrização apre­
sentado pelo capitulo 4 foi empregado nas equações anteriores. 0 número de nõs
em cada contorno foi estabelecido de acordo com. o número de aletas, tal que oi-— :V • ^ ^espaçamento entre os nos fosse aproximadamente ~i.gual a uma distancia padrao 
DELAT, desta fornia o número de pontos nodais em .uma dada superfície e dado por,
LiN. = --- ----  (5.26)
DELAT ,
/
onde L| e o comprimento retificado do contorno 3D^ e N. é o número de nõs.
tal que N. > 3 e N- = impar
0 programa de computador foi escrito em FORTRAN IV sendo proces­
sado em um computador IEM 4341.
Ta ( z ' )  = Tq ( z ' )  (5.25)
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5.2 - Discussão dos Resultados
0 número de variáveis envolvidas no problema de transferencia de 
calor em trocadores de calor duplo-tubo duplo-aletado é muito grande, tornando 
trabalhosa a determinação da influência de cada um destes parâmetros no compor­
tamento do escoamento, sendo assim, algumas variáveis, tanto geométricas quan­
to fTsicas foram fixadas de acordo com o Quadro 5.1.
TA oAO Dr 0,005
Kf i/Ks 0,02 Ti 1,5 0
Kf2/Ks 0,02 Y 2 1,5 °
Quadro 5.1 - Parâmetros fixos do problema.
Com vistas ã verificação da precisão do método aqui utili­
zado ,tornà-se necessária a comparação de valores como o número de Nus- 
selt e distribuição de temperatura com alguma solução conhecida, no entanto , 
tais soluções não foram encontradas na literatura, dessa feita, houve a necessj[ 
; dade das comparações serem feitas com casos limite que tenham soluções conheci­
da.
Uma primeira análise é feita considerando a dist;rib'uição de velo
. . ç .
cidade e temperatura do fluido entre a extremidade da aleta externa e o raio e_x
— k k (/ . i/ terno. No problema térmico e considerado f / s = f2/ s = 0, significando que
o problema ê reduzido ao caso de temperatura prescrita nas aletas e superfície
intermediaria. A solução analítica deste problema, para o duto externo, foi ob
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tida por COLLE L151. ,
Os casos analisados mostram uma boa concordância com a solução analítica, tanto
ipara os valores de velocidade, quanto para os valores de temperatura. Os Qua - 
dros 5.2 e 5.3 mostram as soluções para os casos de 8 e 16 aletas. 0 erro mé­
dio verificado no perfil de velocidade é da ordem de 0,2% para os^dois casos 
analisados, enquanto que o erro médio da distribuição de temperatura para 8 al£ 
tas é 0,2% e para 16 aletas 0,6%.
M = 8 R = 0,5 L2 = 0,40
Velocidade x 101 Temperatura x 102
r Analítico [ 1.-5] Numérico Analítico [15] Numérico
0,9855 0,02649 0,02588 0,14027 0,13996
0,9661 0,05903 0,05866 0,14003 0,13972
0i9468 0,08837 0,08811 0,13944 0,13913
0,9274 0,11443 0,11423 0,13836 0,13807
0,9081 0,13708 0,13692 0,13668 r. 0,13640
0,8887 0,15616 0,15606 0,13426 1 0,13400
0,8694; 0,17155 0,17149 0,13097 0,13073
0,8500 0,18302 0,18300 0,12668 0,12647
0,8306 0,19032 0,19033 0,12126 0,12107
0,8113 0,19311 0,19315 0,11454 0,11438
0,7919 0,19088 0,19097 0,10631 0,10619
0,7726 0,18292 0,18304 0,09627 0,09620
0,7532 0,16796 0,16813 0,08346 0,08393
0,7339 0,14360 0,14382 0,06844 0,06846
0,7145 0,10350 0,10281 0,04715 0,04686
Quadro 5.2 - Distribuição de temperatura e velocidade entre, a extremidade da 
aleta externa e o raio externo para 8 aletas.
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■ M = 16 R = 0,5 L2 = 0,40
Velocidade x 101 Temperatura x 102
r Analítico [15] Numérico AnalTtico [i:5] Numérico
0,9855 0;02430 0,02377 0,85746 0,85194
0,9661 0,05389 0,05353 0,85641 0,85101
0,9468 0,08029 0,07998 0,85319 0,84784
0,9274 0,10342 0,10313 0,84669 0,84148
0,9081 0,12320 0,12292 0,83601 0,83088
0,8887 0,13955 0,13927 0,82015 0,81517
0,8694 0,15236 0,15209 0,79827 0,79355
0,8500 0,16150 0,16122 0,76961 0,76505
0,8306 0,16681 0,16634 0,73339 0,72910
0,8113 0,16805 0,16777 0,68873 0,68469 ,
0,7919 0,16489 0,16460 0,63471 0,63098
0,7726 0,15680 0', 15651 0,56997 0,56637
„ 0,7532 0,14285 0,14250 0,49219 — - 0,48905
0,7339 0,12116 0,12075 0,39667 ,0,39384
0,7145 0,08662 0,08530 0,26983 0,26507
Quadro 5.3 - Distribuição de temperatura e velocidade entre a extremidade da 
aleta externa e o raio externo para 16 aletas.
E interessante observar que os maiores erros estão .localizados 
perto das extremidades dos contornos, pois o ponto-extremo e uma região de des- 
continuidade onde tanto o plano tangente quanto a normal ã superfTcie não estão 
definidas.
Uma segunda analise pode ser feita comparando-se os valores de
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Fig. 5.2 - Fator de atrito relativo ao duto interno.
f.R#D2(D2/ D h 2 )
Fig. 5.3 - Fator de atrito relativo ao duto externo.
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fator de atrito obtidos analiticamente em trabalhos anteriores. A Figura 5.2. 
apresenta curvas de f.Rep (Dj/Dhj) e'm função do número de aletas para diversos 
comprimentos de aleta interna, curvas estas obtidas por HU e CHÁNG [14]. Os re 
sultados numéricos obtidos apresentam boa concordância com os valores analíticos
Os valores de f.Ren (D2/Dh2) são comparados com os resultadosu2
analíticos obtidos por COLLE [l5] e apresentados na Fig. 5.3, onde são apresen­
tadas curvas de fator de atrito em função do número de aletas para alguns valo- 
res de comprimento de aleta externa. Esta mesma comparação e apresentada sob a 
forma de tabela, conforme 0 Quadro 5.4, tendo sido obtidos bons resultados, cu­
jos, erros são inferiores a 1%.
R = 0,60
L2 - 0,25 M 4 8 12 16
f.ReDi(D2/Dh2)
Numérico 158,75 170,30 182,64 195,15
Analítico [15] 159,50 170,98 183,28 195,60
a) Caso 1
R = 0,60
L2 = 0,85 M 4 ' 8 12 16
f.ReD2(D2/Dh2)
Numérico 186,91 247,09 337,44 458,39
Analítico [15] 187,06 247,63 338,58 460,55
b) Caso 2
R = 0,50
L 2 = 0,55 M 4 8 12 16 ~
f.ReD2(D2/Dha)
Numérico 122,34 165,46 219,62 276,73





L2 = 0,40 M 4 ; 8 12 16
f.ReD2(D2/Dh2)
Numérico 84,11 109,41 133,85 153,95
"Analítico [15] 84,45 109,76 134,22 154,26
Quadro 5.4 - Comparaçao entre valores analíticos e numéricos do fator de atrito 
para o duto externo.
A comparação dos valores de número de Nusselt é apresentada pela 
Fig. 5.4 onde são plotadas curvas do número de Nusselt do duto externo em fun­
ção do número de aletas para R = 0,60 e diversos comprimentos de aleta, curvas 
estas obtidas analiticamente para temperatura prescrita nos aletas, obtidas por 
COLLE [15]. Esta mesma comparação é apresentada nos Quadros 5.5 e 5.6 para 
R - 0,4 e R = 0,5.
ítt 7’9 ..... ~i-------  ~1--------- ---------
< N U Z ) °  6 ,0 - —  C 0 L L E [ | S ]  - —  —  I
P R E S E N T E  E S T U D O  A  *  1 , 0  S
3 . 0  R «  0 , 6 0 ------------------------------------ ^ ---------
( N U 2 )  *  8 , 8 7  / ''O /  /
4 ,0 - L .......................... ..................................
3 . 0  / ------ ^ -----------------------
/ '  L a *  0 , 5 5/
/ V ' '
2 . 0  ^  t------ ----------------------------------------
4,0- r*— ~----------- ------------------------
~ „ M0|8~ v 
0  4  8  \ 2  4 6
Fig. 5.4 - Comparação entre as relações Nug/(Nu2)Q obtidos analiticamente por 
[15] e o presente estudo para kf/k$ = 0,0.
i
-  Jc o l l e [ i s ]  --------I
R  ■ 0 , 6 0  
u 0
L 2  /  
y
**
/ í v  0 , 7 0
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L 2 = 0 , 2 3
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A condição de temperatura prescrita nas aletas e conseguida fa­
zendo k^/ks = 0, resultando em um valor encontrado de temperatura em cada ponto 
das aletas igual â temperatura estabelecida inicialmente para a base da ale- 
ta interna. Os resultados numéricos de Nu2 obtidos desta forma apresentam boa 
concordância com os resultados analíticos encontrados por COLLE [15], tendo si­
do verificado erros inferiores a 1%.
R = 0,5 M = 8
1-2 0,00 0,25 0,40 0,55 0,70 0,85 1,00
Nu2 - Numérico 6,14 7,53 9,96 13,59 17,48 20,42 21 ,23
Nu2 - AnalTtico[15] 6,18 7,54 9,88 13,50 17,56 20,24 21 ,21
Quadro 5.5 - Número de Nusselt analTtico e numérico em funçao do comprimento da 
aleta externa para temperatura prescrita.
R = 0,40 U  = 0,40
M 4 8 12 16
Nu2 - Numérico 6,16 8,20 9,23 9,68
Nu2 - AnalTtico[l5] 6,13 8,19 9,29 9,71
a) Caso 1
R = 0,50 L? = 0,55
M 4 8 12 16
Nu2 - Numérico 8,69 13,59 18,02 20,91
Nu2 - AnalTtico[l5] 8,62 13,50 18,07 20,92
b) Caso 2
Quadro 5.6 - Número de Nusselt analTtico e numérico em função do número de ale­
tas para temperatura prescrita.
IA análise do comportamento do escoamento foi. efetuada para um va 
lor de R - 0,60, de onde procurou-se determinar a influência do número e compn 
mento das aletas Li e L2 nas distribuições de temperatura, fluxo, fator de atrj_ 
to e número de Nusselt, tanto do duto interno quanto do duto externo.
As Figuras 5.5a 5.7 mostram a distribuição de temperatura ao 
longo da aleta interna para Lx = 0,25 , Li = 0,55 e Li = 0,70, para um compri­
mento da aleta externa L2 = 0,0. As temperaturas são plotadas considerando o 
perfil adimensional (Tj - Tsi) / (Tbi - Tsi) onde T sí é a temperatura média no 
contorno 9Di e Tbi a temperatura média de mistura, definida conforme equação 
(2,7);. A variação de temperatura ao longo da áleia é maior quanto maior o com- 
primehto ,da aleta, devido ã característica de aleta condutiva 'de calor, que po£ 
sibilita o surgimento do gradiente de temperatura ao longo da aleta.
A verificação do comportamento do fluxo de calor medido através 
de 9Ti/9n ê feita através das Figuras 5.8 a 5.10, onde são mostradas as curvas 
de - 3Ti/9n ao longo da aleta interna para Li = 0,25 , Li = 0,55 e Li = 0,70 , 
tendo sido estabelecido o comprimento da aleta externa L2 = 0,0. 0 comportamer^ 
to de todas as curvas é semelhante, caracterizado por um fluxo pequeno junto ã 
base da aleta e em contrapartida um elevado fluxo na sua extremidade, isto se 
deve ãs maiores velocidades desenvolvidas nesta área. Verifica-se que o fluxo 
sobre a aleta diminui tanto com o aumento do comprimento quanto com o aumento 
do número de aletas, pois, quanto maiores estes parâmetros menor a velocidade 
média do escoamento e consequentemente menor o valor do fluxo, o que pode ser 
visto através da equação (3.33).
/
A distribuição de temperatura sobre a aleta externa é mostrada 
nas Figuras 5.11 a 5.13, para L2 = 0,25 , L2 = 0,55 e L2 = 0,70 , e ainda um
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Fig. 5.5 - Distribuição de temperatura ao longo da.aleta interna para
Fig. 5.6 - Distribuição de temperatura ao longo da aleta interna para
R = 0,60 , h  = 0,70 , l_2 = 0,0 e kf/k = 0,02.
5.8 - Distribuição de fluxo de calor ao longo da aleta interna para 
R = 0,60 , U  = 0,25 , L2 = 0,0 e kf/kg. = 0,02
5.9 - Distribuição de fluxo de calor ao longo da aleta interna para 
R = 0,60 , U  = 0,55 , L2 = 0,0 e kf/k^ = o,02
5.10 - Distribuição de fluxo de calor ao longo da aleta interna para 
R = 0,60 , Li = 0,70 , L2 = 0,0 e kf/k$ = 0,02
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comprimento de aleta interna Li = 0,0. 0 perfil adimens.ional mostrado nestas 
figuras é (T2 .- Ts2) / (Tb2 - Ts2) onde Ts2 5 a temperatura média no contorno 
8Dp + 9D^ G e Tb2 a temperatura media de mistura no duto externo, dada' pela 
equação ,(2.7). A variação de temperatura ao longo da aleta comporta-se de modo 
semelhante ao duto iinterno, isto é, quanto maior o comprimento da aleta maior 
este gradiente. Por outro lado, verifica-se que um número maior de aletas acar^ 
reta um aumento da temperatura media adimensional sobre a aleta, comportamento 
este inverso ao encontrado para as aletas internas, estando relacionado com uma 
diferente distribuição da velocidade do interior dos dutos. Um número maior de 
aletas acarreta, no duto interno, uma diminuição considerável da velocidade , 
pois as extremidades das aletas estão mais próximas entre si do que as bases , 
formando uma região de estagnação entre as aletas, enquanto que tal fato não 
ocorre no duto externo, pois a distancia entre as extremidades das aletas é 
maior que a distância bases.
0 comportamento do fluxo de calor sobre a aleta externa é análo­
go ao verificado sobre a aleta interna, como pode ser visto através das Figuras 
5.14 a 5.16 para L2 = 0,25 , L2 = 0,55 e L2 = 0,70 , para um comprimento de ale 
ta interna Lx = 0,0. Observa-se um pequeno fluxo de calor junto a base da ale­
ta seguido de um grande aumento perto de sua extremidade. Percebe-se ainda que 
um maior valor de L2 acarretara em um fluxo menor sobre a aleta, da mesma forma 
que um maior número de aletas, este comportamento pode ser explicado do mesmo 
modo que no caso das aletas internas descrito anteriormente.
A influência da presença das aletas na temperatura do fluTdo no 
interior do duto interno é apresentada pelas Figuras 5.17 a 5.19 , para compri­
mentos de aleta interna Li = 0,25 , Li = 0,55 e Li = 0,70 , para": um comprimento 
de aleta externa L2 = 0,0. Tais figuras mostram a distribuição de temperatura
5.11 - Distribuição de temperatura ao longo da aleta externa para 
R = 0,60 , Li = 0,0 , [_2 = 0,25 e kf/kg = 0,02.
5.12 - Distribuição de temperatura ao longo da aleta externa para 
R = 0,60 , Lx = 0,0 , L2 = 0,55 e kf/ks = 0,02.
5.13 - Distribuição de temperatura ao longo da aleta externa para 
. R = 0,60 , U  = 0,0 , l2 = 0,70 e kf/kg = 0,02.
77
Fig. 5.14 Distribuição de fluxo de calor ao longo da aleta externa para
Fig. 5.15 - Distribuição de fluxo de calor ao longo da aleta externa para 
R = 0,60 , Li = 0,0 , u  = 0,55 e kf/k = 0,02.
Fig. 5.16 - Distribuição de fluxo de calor ao longo da aleta externa para
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T )  -  T » |
Tb,-Tt,
Fig. 5.17 - Distribuição de temperatura entre o centro do duto interno e a 
ta interna para R -• 0,60 , L2 = 0,0 , Li = 0,25 e kf/k$ = 0,02.
T< - T H  
Tb)-f«|
Fig. 5.18 - Distribuição de temperatura entre o centro do duto interno e a 
ta interna para R = 0,60 , L2 = 0,0 , Li = 0,55 e kf/ks = 0,02
TC?*!
Tb4-TM
Fig. 5.19 - Distribuição de temperatura entre o centro do duto interno e a 





Fig. 5.20 - Distribuição de temperatura entre a extremidade da aleta externa e 
o raio externo para R = 0,60 , L2 = 0,25 , Li = 0,0 e kf/ks = 0,02.
Fig. 5.21 - Distribuição de temperatura entre a extremidade da aleta externa e 
o raio externo para R = 0,60 , L2 = 0,55 , Li = 0,0 e k J k  = 0,02.T S
Fig. 5.22 - Distribuição de temperatura entre a extremidade da aleta externa e 
o raio externo para R = 0,60 , L2 = 0,70 , Li = 0,0 e kf/ks = 0,02.
entre extremidade da aleta e o centro do duto Interno. Constata-se que um pe-
\
queno comprimento de aleta resulta em uma menor influencia désta na temperatura 
do fluTdo, verificado através de um menor afastamento entre as curvas.
Este mesmo fato i observado no duto externo através das Figuras 5.20 a 5.22, oji 
de são plotadas curvas para L2 = 0,25 , L2 = 0,55 e L2 = 0,70.
0 campo de velocidade pode ser visualizado através da Figura 
5.22, descrito pelas curvas de iso-velocidades. Verifica-se que junto ãs ba­
ses das aletas interna e externa as velocidades são baixas, resultando em re­
giões de estagnação.
A Figura 5.23 apresenta 0 campo de temperatura, descrito atra­
vés das isotermas. A distribuição de temperatura no interior do trocador de c£ 
lor esta intimamente ligada com 0 campo de velocidades, a tal ponto^que as re­
giões de estagnação junto ãs bases das aletas acarretam um menor gradiente de 
temperatura em tais regiões.
* ‘ *
0 comportamento hidrodinamico do escoamento é descrito em ter­
mos do fator de atrito por,
\
*
■ : f = ■■■■■; ' (2.19}
■ p um ■' v! ■
■ ' f' t'
e, ;
** 3iiTS .= y . - 2 Ü _  (2.20)
: 3n*
r' • .
que pode ser escrito na forma: .
Fig. 5.23 - Campo de velocidades ui/uiru e u2/um2 para R 
L2 = 0,55 e M = 4.
0,50 , Li = 0,55 ,
Fig. 5.24 - Distribuição de temperatura T para R = 0,50 , La = 0,55 , 
< L2 = 0,5.5 , M = 4 e kf/kg = 0,02.
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Onde Oi - Diâmetro do duto ?
Dhi - Diâmetro hidráulico 7ic 'k ]
Re - Número de Reynolds - Re = —OJ—  (5.30)
v
'^
, a - Constante tal que a = 1 - duto interno
a = R . R - duto externor* r
para o duto interno i = 1 e para o duto externo i = 2.
!' 0 Quadro 5.7 apresenta valores para o fator de ;at'rito do duto
. ' '.í1 ?;!
interno para R = 0,50, os quais, devido 5 adimensionalização do problema, não 
se alteram para outras relações de raio R, podendo, no entanto, apresentar algu 
ma variação devido a erros de aproximação numérica. As curvas traçadas com os 
valores analíticos de f.Re podem ser encontradas em [14].
Duto Interno f.ReDi(D1/Dh1)0 = 15,98
4 8 12 16
0,25 19,69 24,17 . 28,36 31,99
0,55 40,04 81,34 124,54 162,56 '
0,70 59,06 138,26 .235,71 343,12
o o * 
! r" 76,40 173,53 309,86 485,61
Quadro 5,7 - Fator de atrito para o duto interno.
i
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Duto Externo f-Ren (D2/Dh2) = 149,21r Ü2 0
4 8 12 16
0,25 158,75 170,30 182,64 195,15
0,55 ; 178,19 220,38 275,66 339,34
0,70 ' 184,25 238,74 316,92 415,86
1,00 187,52 248,82 ’ 341,68 367,38
Quadro 5.8 - Fator de atrito para o duto externo e R = 0,60.
Os valores do fator de atrito para o duto externo são apresenta 
dos pelo Quadro 5.8, para uma relação de raio R = 0,60, cuja solução analítica
é mostrada por COLLE [ 15.] . 0 comportamento do fator de atrito em função dos pa^
irametros do escoamento e de modo geral semelhante tanto para o duto interno , 
quanto para o duto externo, ou seja, para um dado comprimento de aleta o fator 
de atrito aumenta a medida que cresce o número de aletas, e ainda,'para um dado 
número de aletas, quanto maior o comprimento da aleta, maior o valor do fator 
de atrito.
A avaliação do desempenho térmico de um trocador de!,calor se faz 
através do número de Nusselt, definido na forma de:
h D*
Nu = -- c— :t-  (2.18)
: Kf
onde
h = — — ?---- (2.9)
(Ts*-.Tb*)
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Por outro lado, tem-se a partir da equação (3.33),
3D 3D
ds' = - ç b. um A (3.33)
Deste modo, o número de Nusselt pode ser calculado com a seguin­
te expressão:
n umi AiNu- = b . -ül- ---- -— 1--- ) (5.31)
L (Tb, - Ts() |
onde L é o comprimento adimensional do contorno 8D^ q
: b i uma constante,tal que b = 1 - duto interno
b = R duto externoa
í
para p duto interno i = 1 e para o duto externo i = 2.
Os resultados obtidos de número de Nusselt tantcí para o duto in­
terno quanto para o duto externo, são apresentados nos Quadros 5.9 a 5.12, em 
função do comprimento e do número de aletas Li e L2, para uma relação de raios 
R = 0,60.
A análise dos resultados encontrados e dividida em duas partes.
A primeira referente ao duto interno e a segunda relativa ao duto externo, para 
tanto, são apresentadas figuras que visam determinar a influência do comprimen­
to e o número de aletas no número de Nusselt.
A Figura 5.25 apresenta a variação do número de Nusselt do duto 
interno na forma da relação Nuj/ (Nu i )q , com a quantidade de aletas, onde
V;
(Nui)0 e o número de Nusselt para o duto interno sem aletas. As curvas são 
apresentadas,parà o duto aletado somente na parte interna, ou seja, L2 = 0,0.
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Fig. 5.25 - RelaçaoNui/(Nui) para comprimentos das aletas interno L* = 0,25 , 
Li = 0,55 , Li = 0,70 e Li = 1,00 , em função do número de aletas.
0 aumento do número de aletas internas provoca diferentes efei­
tos para cada um dos comprimentos Lj, isto se deve principalmente ao campo de 
velocidade, aliado ã distribuição de temperatura no interior do duto interno.
Verifica-se para um pequeno comprimento de aleta Li a variação de Nui i peque-
i
na, isto e, causado por uma menor influência da presença da aleta no escoamento, 
que pode ser constatado através da Figura 5.17 que apresenta uma pequena in­
fluência do número de aletas na distribuição de temperatura entre o todo da ale­
ta e o centro do duto interno. No entanto, para valores maiores de Li o número 
de aletas afeta sobremaneira o escoamento, onde o efeito de aumento da ãrea< de 
troca térmica se contrapõe com o efeito da distribuição de velocidade ponto a 
ponto do fluido. Para uma menor quantidade de aletas, o campo de velocidade se
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encontra de tal forma distribuído, que não existem regiões isoladas de aleta e 
baixa velocidade, mas ã medida que M aumenta, hã formação de regiõe^ de estagnai 
ção entre as aletas, determinando que a partir de certa quantidade de aletas , 
este efeito passa a predominar sobre o aumento da area de troca térmica, resul­
tando em uma 'diminuição gradativa do Nui. Deste modo, surgem pontos de Nui má­
ximo, que para h  = 0,55 corresponde a 10 aletas, para Li = 0,70 tal ponto e re 
lativo a 12 aletas e para Li = 1,00 o Nui máximo e encontrado para 8 aletas.
1 E importante ressaltar que o número de Nusselt interno não perma
nece constante com a variação do comprimento da aleja externa, eiste fato pode
-. 1 f.*
ser visto através dos Quadros 5.9 a 5.12., de onde se observa que de modo ge­
ral, para uma pequena quantidade de aletas, o valor de Nui decresce com o aumeji 
to do comprimento da aleta externa, enquanto que para um número maior de ale­
tas, o comportamento apresentado é o inverso, isto é, um aumento de L2 produz 
um crescimento do Nui. Este fenômeno pode ser melhor visualizado através das
Figuras 5.26 e 5.27 onde são apresentadas as variações de Nui com o comprimento
i ,
da aleta externa para 4 e 12 aletas. A influência da presença das aletas exter 
nas no comportamento do escoamento do duto interno se deve a uma alteração im- 
posta da distribuição de temperatura e fluxo de calor sobre a aleta interna e 
superfície intermediária que produz uma variação dos valores do campo de tempe­
ratura no interior do escoamento, resultando na consequente alteração dos valo­
res do número de Nusselt, entretanto, tais variações de Nui são pequenas.
0 segundo aspecto a ser verificado na análise do comportamento do 
trocador de calor em questão, é a inf/luencia da aleta L2 no número de Nusselt 
do duto externo. A Figura 5.28 mostra o efeito do aumento do número de aletas 
no número de Nusselt, apresentado da forma Nu2/(Nu2)Q , para comprimentos de 
de aleta externa L2 = 0,25 , L2 = 0,55 , L2 = 0,70 e L2 = 1,00.
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Fig. 5.26 - Variaçao do número de Nusselt do duto interno com o comprimento da 
aleta,externa para M = 4 , R = 0,60 e k^/ks = 0,02.
Fig. 5.27 - Variação do número de Nusselt do duto interno com o comprimento da 





Quadro 5.9 - Número de Nusselt dos dutos interno e externo para k^/kg = 0,02 , 
R = 0,6 e M = 4.
Duto Interno Rei. de Raios: 0,60 N9 de Aletas: 8 (NUj)0= 4 >36
0,00 0,25 0,55 0,70 ? 1,00
0,00 4,36 4,92 10,28 23,87 ; 54,99
0,25 4,35' 4,93 10,38 23,90 53,00
0,55' 4,35 4,94 10,44 23,95 52,37
0,7°: 4,35 4,94 10,45 23,96 52,37
«4 O O ., 4,35 4,94 10,45 23,96 52,28
a) Duto Interno
b) Duto Externo
Quadro 5.10 - Número de Nusselt dos dutos interno e externo para k_p/ks = 0,02 , 
R = 0,60 e M = 8.
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0,00 4,36 4,89 10,29 27,96 36,27
0,25 4,36 4,92 10,42 28,26 37,'59
0,55 4,36 4,93 10,46 28,37 38,05
0,70 4,36 4,93 10,46 28,38 38,10
1,00 4,36 4,93 10,46 28,38 38,10
/
a) Duto Interno
Duto Externo Rei. de Raios: 0,60 N9 de Aletas: 12 (Nu2)q= 8,87
"  ' L i 0,00 0,25 0,55 0,70 1,00
0,00 8,88 8,86 8,85 8,85 j 8,86
0,25 10,70 10,72 10,73 10,73 \ 10,72
0,55 19,03 19,06 19,07 19,06 19,06
0,70 25,19 25,30 25,32 25,30 25,30
ooAr—
i
31,94 32,46 32,57 32,50* 32,45
b) Duto Externo
: Quadró; 5.11 - Número de Nusselt dos dutos interno e externo para k^/ks = 0,02 , 
R = 0,60 e M = 12. ' v- y
IDuto Interno Rei. de Raios: 0,60 N9 de Aletas: 16 ÇNu i)0= 4,36
0,00 0,25 0,55 0,70 1,00
0,00 4,39 4,87 9,16 26,49 ;s 25,50
0,25 4,39 4,90 9,24 26,71 % 25,96
0,55 4,39 4,91 9,26 26,77 26,08
0,70; 4,39 4,91 9,26 26,78 26,08
o O 
;
4,39 4,91 9,26 26,78 26,08
a) Duto Interno
Duto'! Externo Rei. de Raios: 0,60 N9 dé Aletas: 16 jj(Nu2)0= 8,87
f.!
0,00 0,25 0,55 0,70 1,00
0,00 8,86 8,83 8,83 8,83 8,83
0,25 11,13 11,09 11,09 11,09 1 1 , 1 0
0,55 23,07 22,81 22,79 22,81 22,83
0,70 34,84 34,49 34,45 34,49 34,52
1,00 48,91 48,88 48,87 48,88 48,88
b). Duto Externo ;
Quadro 5.12 - Número de Nusselt dos dutos interno e externo para k^/k • = 0,02 , 
R = 0,60 e M = 16.
i
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Verifica-se que o número de Nusselt cresce com o aumento do número de aletas , 
qualquer que seja o comprimento da aleta, diferindo do comportamento encontrado 
no duto interno. Esta diferença de comportamento esta relacionada com o campo 
de velocidade, ã medida que este não apresenta regiões de estagnação para um ajj 
mento do número de aletas, ocorrendo a predominância do efeito do aumento de 
area de troca térmica. COLLE [15] determinou, para o caso de temperatura pres­
crita nas aletas, que o aumento do número de aletas resulta em uma tendência do 
escoamento a comportar-se como duplo-tubo liso com R = R^ , onde é o raio do 
topo da aleta externa, para valores moderados de l_2 . No entanto, para valores
de L2 próximos ã unidade, os resultados obtidos tendem a divergir do correspon-
i
dente duplo-tubo, passando agora a ter um comportamento próximo a um setor de 
coroa circular.
Fig. 5.28 - Relaçao Nu2 / (Nu2)Q para comprimentos das aletas externas L2 = 0,25 
L2 = 0,55 , L2 = 0,70 e L2 = 1,00 em função do número de aletas.
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Fig. 5.29 - Variação do número de Nusselt do duto externo com o comprimento da 
aleta interna para M = 4 , R = 0,60 e kf/ks = 0,02.
Fig. 5.30 - Variação do número de Nusselt do duto externo com o comprimento da 
aleta interna para M = 12 , R = 0,60 e kf/k ' = 0,02.
A influencia da presença das aletas internas no comportamento te£ 
mico do escoamento através do duto externo é mostrado pelos Quadros 5.9 a 5.12 , 
onde e apresentada a variação do número de Nusselt externo com comprimento da a- 
leta interna Li, para cada um dos valores de L2. Verifica-se que em todos os ca 
sos analisados o número de Nusselt apresenta um valor máximo para um comprimento 
de aleta interna Lx = 0,55, exceto para L2 = 0,0 , onde para este mesmo compri - 
mento da aleta interna a curva obtida apresenta um valor mTnimo. Da mesma forma 
que para o caso do duto interno, quanto maior o número de aletas, menor ainfluêjn
_ p
cia destas no comportamento térmico do fluTdo no duto externo. As Figuras 5.29 e 
5.30 apresentam curvas de Nu2 em função do comprimento da aleta Lx para 4 e 12 
aletas, com as quais se pode observar o comportamento descrito anteriormente.
A Figura 5.31 mostra curvas da relação Nu /(Nu ) para temperatu-
r i '4 'ra e fluxo prescritos [15] e para kf/k = 0,02, com R = 0,60 , Li =;0,0 e
L2 = 0,55. Verifica-se que esta última, obtida no presente estudo, apresenta um 
/valor intermediário entre os casos de temperatura e fluxo prescritos, conforme 
previsto ;por [25] . *
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Fig. 5.31 - Relaçao Nu2/(Nu2)0 para temperatura e fluxo prescritos e kf/ks=0,02 
em funçãõ do número de aletas para R = 0,60, La - 0,0 e L2 = 0,55.
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Fig. 5.32 - Distribuição de temperatura ao longo da aleta extirria em função da 
relação de condutividade térmica kf/k para R = 0,60 , La = 0,0 e 
L2 = 0,55.
Fig. 5.33 - Número de Nusselt em função da relação de condutividade térmica 
kf/ks para R = 0,60 , L2 = 0,25 e L2 = 0,55 com La = 0,0.
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Todos os resultados apresentados anteriormente estão relacionados 
diretamente com a condutividade térmica do sólido e fluido, admitida k^/ks=0,02. 
Uma pequena alteração deste valor implicará na alteração no comportamento térmj_ 
co do escoamento, refletido na mudança da distribuição de temperatura no troca­
dor de calor e no número de Nusselt. Uma amostra da variação do comportamento 
da distribuição^ de temperatura sobre a aleta externa com a relação de condutivj_ 
dade térmica é apresentada pela Fig. 5.32 para R = 0,60 , M = 8 , Lx = 0,0 e 
L2 = 0,55 , de onde se verifica que para k_p/ks = 0,0 obtem-se o caso de temps- 
ratura prescrita nas aletas, o qual também é constatado através da Figura 5.33 
que apresenta a relação Nu2/ (Nu2 ) ° 2 em função de kf/k^ para R = 0,60 , M = 8 , 
Li = 0,0 e para comprimento das aletas externas L2 = 0,25 para uma primeira anã 
lise e L2 = 0,55 para uma segunda análise.
i
O mitodo de solução por equações Integrais tem sido aplicado com
i
sucesso a problemas de transferência de calor em regime laminar, no sentido em 
que os resultados obtidos apresentam erros aceitáveis.A formulação integral de­
senvolvida no Capitulo 3 pode ser aplicada a inúmeras situações de Engenharia , 
de modo particular a várias geometrias de trocador de calor, devido ã generali­
dade da formulação apresentada. '
/
A aplicaçao do método de solução por equações integrais mostrou 
-se eficiente na solução do problema descrito pela Figura 5.1. Algumas solu­
ções para o caso limite de temperatura prescrita nas aletas externas foram obt_i_ 
das,apresentando boa aproximação com a solução analítica conhecida.
A variação da condutividade térmica da superfície solida e do 
fluído alterou sensivelmente a distribuição de temperaturas ao longo'Sdas ale­
tas, do que depende diretamente o número de Nusselt. 0 desempenho de um troca­
dor de calor decresce com o aumento da relação kf/ks, apresentando o máximo de­
sempenho para^k »  k^, quando se tem temperatura constante ao longo das ale­
tas.
■ Na determinação do desempenho ótimo de um trocador de calor, as
variáveis de maior influência no comportamento térmico do escoamento, e portan- 
to as mais importantes a serem verificadas, sao o numero e compri(nento das ale­
tas. Deste modo, com os resultados obtidos através da variação de tais parâme­
tros, para uma determinada relação de raios e condutividades térmicas, torna 
possível observar o seguinte:
6 - CONCLUSÃO
1 - 0 fator de atrito aumenta com o número e comprimento das ale^  
tas, tanto para o duto interno quanto para o duto externo.
2 - 0  número de Nusselt do duto interno aumenta com o comprimen­
to da aleta interna ati um valor máximo, decrescendo a se- 
guir. Isto se verifica porque um comprimento Li prÕximo da
unidade implica na formação de regiões de estagnação, que it ,
traduzido pela diminuição do número de Nusselt.
HU e CHANG [14] determinaram que para fluxo prescrito nas 
aletas este valor de máximo número de Nusselt corresponde a 
Li = 0,795.
3 - 0  número de Nusselt do duto externo aumenta com ,o comprimen­
to da aleta externa, não apresentando ponto d| máximo, pois 
o aumento de L2 não implica na formação de regiões de esta£ 
nação, sobressaindo o efeito do aumento da área de troca tér 
mica e consequente aumento do número de Nusselt.
4 - A influencia da presença das aletas externas no número de 
Nusselt interno diminui ã medida que o número de aletas au­
menta. Esta mesma característica i verificada no duto exter 
no^ ou seja, quanto maior o número de aletas, menor 5 in­
fluência das aletas internas no número de Nusselt externo.
r\
5 - 0  aumento do número para um dado comprimento da aleta inter­
na, resulta na ocorrência de um ponto de Nui máximo a uma 
dada quantidade de aletas. A cada comprimento de aleta Li 





Este ponto de máximo é resultado de uma composição de dois 
fatores ligados ao aumento do número de aletas: o aumento de 
área de troca térmica que influência no aumento do Nu* e a 
formação de regiões de estagnação que tende a diminuir o nú­
mero de Nusselt.
6 - 0  aumento do número para um dado comprimento de aleta exter­
na acarreta no crescimento do número de Nusselt do duto ex­
terno, não se verificando a presença de máximos para M < 16. 
Este comportamento é devido ausência de regiões de estagna-
u
ção, predominando o efeito do aumento da área de troca tirnri 
ca.
. í ■ 7 - Devido ao fato de o número de Nusselt Nui ter sido pouco in­
fluenciado por L2 e reciprocamente o Nu2 em relação a Li, po 
de-se dizer que o desacoplamento dos problemas interno e ex­
terno oferece uma boa aproximação de solução.
' ‘ H1 . • ' ' ' 1
E necessário ressaltar que consideração inicial de igualdade de 
capacidades caloríficas horárias dos dutos interno e externo, restringe a apli­
cação direta dos resultados aqui apresentados, no entanto, tal aproximação ofe- 
rece valores como ponto de partida de uma análise mais geral.
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APÊNDICE A
A FUNÇÃO DE GREEN E PROBLEMAS A VALORES DE CONTORNO
A.T - Problemas a Valores de Contorno
\
Um problema é caracterizado como sendo a valor de contorno, quaji 
do for estabelecido através de uma equação diferencial, ordinária ou parcial , 
com condição inicial e de fronteira prescritas.
I
Seja D uma região aberta, simplesmente conexa e no sentido ' de 
Liapunov. Seja 3D a fronteira de D. Seja U  = D + 8D o fecho de D e f : D R 
continua em T). *
0 problema a valor de contorno pode ser escrito de um modo geral
na forma de:
L u  (z) + f (z) = 0 z £ D (a*l)
a (z1) u (z1) + b (z 1) —  (z1) = c (z1) z 1 G  9D (a.2)
8n
onde L ê  o operador, a (z1), b (z1) e c (z‘) sao funções continuas definidas S£
bre 3D e f (z) uma funçao continua.definida em D. V, \
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0 operador relacionado a problemas de transferência de calor e 
mecânica de fluídos descritos no capítulo 2 é o operador Laplaceano (L = v2) , 
resultando em 03 (três) problemas básicos a valores de contorno:
. Problema de Di ri chi et •'
- V2u (z) = f (z) 
u (z-) = c (z1)
z £ D




- V2u (z) = f (z) z £  D (a.5)
—  (z‘) ■ c U' )
8n
Z' £ 3D (a.6)
Com condição de consistência do tipo c (z')ds =- f(z) dA 
30 D (a.7)
Problema de Caráter Misto
V2u (z) = f (z) z 6 D (a.8)
—  (z1) = c (z') 
3n
z' £ 8Di (a.9)
u (z') = d (z1) z' £  3D. (a.10)
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onde 3D e composta de N superfícies disjuntas duas a duas para i. ^^j, tal que
3D = Z 3D. 
j=l
(a.1 1 )
As soluções destes problemas a valores, de contorno existem e são 
únicas, exceto para o problema (a.5) e (a.6), cuja a solução e única a menos de 
Uma constante arbitraria. Um estudo detalhado destes problemas pode ser encon- 
•trado em [22 | .
A.2 - A Solução Fundamental de Green
; A função de Green pode ser entendida cómo sendo a solução de um 
problema a valor de contorno cujo termo livre f (z) é reescrito em termos da 
função impulso.
r ‘
Seja p(z) um função continua e que possua derivados segunda em 
D. Seja q (z) uma função continua em D. Seja um operador linear dado por:
L = V' . [ P (z) V ] + q (z) z G  D (a. 1 2 )
A função de Green associada a este operador é obtida a partiria 
seguinte equação diferencial. parcial:
V • [ P (z) Vg (z, z 1)] + q (z) g ( z , z ' )  = - 6 ( z , z') (b-13) 
Integrando (A.13) no ^lomTnio D:
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V • [p (z) Vg (z, z')]dA' + q (z) g (z, z') dA' 
D D
ô (z, z 1) dA 1 (a.14)
D
Utilizando o Teorema de Divergência ,é a propriedade da distribui
çao Delta de Dirac em (a.14), obtém-se:
39
9D
p (z) -2- (z, z*) ds 1 + 
3n
q (z) g (z, z’) dA' = - 1 (a.15)
A solução fundamental é obtida considerando o domínio um circulo 
de raio r = |z - z 1[ e fazendo r tender a zero conforme Fig. a.l, logo,
Lim ■ p(z) -5-9. (z, z 1) ds 1 + Lim 
r-*o 3D^ r->o D^
q (z) g (z, z') dA' =-1 (a.16)
aplicando o teorema do valor médio em (a.16) 
3gLim p ( z ) ^  (z, z') 












A analise de (a.17) mpstra que:
2
Lim q (z) g (z, z') Ur = 0 (a.18)
r ->- o
Lim (z, z1) p (z) 2 H r = - 1 (a. 19)
r-> o dr
A integração em r da equação (a. 19) fornece a solução fundamen­
tal de Green para o operador (a.12), descrita por:
9 (z, 2 -)' - - - L  z '.l + c (a.20)
211 p(z)
onde ç. é uma constante de integraçao. Aplicando a condição de g (0, 0) = 0, ai j-
constante i determinada e igual a zero. A solução fundamental reduz-se a:
: '■ ^  ‘ * ' 5 i. •. •
1 g {?■ ; • ) ■ - . !  '” z - z ' l - ( a . 21)
211 p(z)
A.3 - A Função de Green Associada ao Operador Laplace
! A solução fundamental de Green associada ao operador Laplaceano
pode ser obtida diretamente da equação (a.1 2 ), fazendo:
i
i
P(z) = 1 (a.22)
q(z) = o








; Algumas propriedades importantes advem da sequência descrita em 
A.2, e obtidas a partir de (a.16). Como P(z) e q(z)sao funções quaisquer, se­
rão assim tomadas iguais a unidade,
Lim 19
3n
(z, z‘) ds 1 + Lim g(z, z 1) dA1 = - 1 (a.25)
r o D.










g (z, z 1) dA 1 = 0 z 1 Ç, D (a.27)
Outra propriedade derivada de (a.25) i obtida para o caso de 
z 6 30, como apresentado pela Fig. a.2.
Fig. a.2.
sendo possível mostrar que a partir de (a. 17) e (a.18), para superfícies de 
Liapunov e z £ 3D, c verdadeira a seguinte propriedade:
Lim f 5S. (z, z 1) ds' = - 1/2 Z ^  3D ' (a.28)
r - . o’ 3D Z'€ 3D
5. aD.
Uma outra propriedade de fundamental importância das funções de 
Green é sua característica simétrica, isto é,
g (z, z') = g (z1 , z) (a.29)
i
A.3.1 - A Derivada Normal da Função de Green Associada ao Operador Lapla- 
ceano
A partir da solução fundamental dada pela equação (a.21) é facil_ 




A derivada normal da função de Green é dada por:
_3g_
3n
(z, z') = vg (z, z') . n' (a.30)
onde n' - vetor normal,exterior ã superfície 8D
!z, z' - vetor posição dado pelos pares ordenados (x, y) e (x1 , y 1 ) respec- 
| ti vãmente
, Vg (z, z‘) - gradiente da função de Green, da;Bo por Vg = i + J
3x'‘ ~ 3y'i ' ■' fí ■- J
' A solução fundamental de Green para o operador Laplaceano é ca-
n o
racterizado pela presença da distância relativa entre os pontos z e z‘, dado pe 
la sua norma:
7  2|z - z | = [(x - x ' ) 2 + (y - y‘)2] (a.31.)
Tendo sido estabelecidos tais conceitos, obtém-se de (a.21),i
= J_ (x - x') . =- J_ (y - y 1) (à.32)
9 x ' 2H | z - z ' |2 3y' 21T } z - z ‘ |2 . -
Dessa forma,
IS (Z , z') B 79(2, z').n'= J- (a .33)
3n 21T. | z - z' j 2
A.3.2 - A Integral na Area da Funçao de Green Associada ao Operador Lapl£ 
ceano . .
Na obtenção de equações integrais através de funções de Green , 
é interessante que se tenha somente integrais sobre o contorno. Sendo assim , é 
necessário que a integral da solução fundamental na região seja transformada 







Da Fig. a.3. tem-se,
/ dy' dx' v u ,n = ( , - — - ) (a.35)
ds ’ ds' '
ds' = dx' i + dy' j (a.36)
d V - _ ;3^_ dx^ _ + 3T_ dy^_ 
ds' 3x1 ds 1 3y‘ ds 1
(a.34),
w  (y1 - y)
3x1 (x1 - x)2+ (y' - y):
3T_ _ (x1 - x)
3y1 (x‘ - x)2+ (y1 - y):
a.38) e (a.39) em (a.37) e reagrupando,
dy‘ _ (z1 - z) . n' 







Um sistema polar de coordenadas fixo em z i escolhido conforme
Fig. a.4.
onde R = z - z‘
dA 1 = R d'y1 dR
z 1 £ 8D (a.41) 
(a.42)
211
A integral na área da função de Green se torna, 
2H R(r)
ln| z - z'| dA' = - X
211
R ln R dR d f
o o
(a.43)
realizando a primeira integração,
2U
g (z, z1) dA1 = -
D 2U
1 R2 (ln R - 1  ) ii- d¥'
I 2 2
(a.44)
utilizando (a.40) e rearranjando os termos,
g (z,z ') dA' = - —
4u
(z' - z). n' ln|z - z'|dsV +
90 4H 3 D




De acordo com o Teorema da Divergência,
A (D) = — (z1 - z) . n' ds' (a.46)
2 9D
substituindo (a.46) em (a.45),
D
g (z, z') dA
4H 9D
(z' - z).n' ln|z - z 1| ds' + —  A(D)
4U
(a.47)
Deste modo é possível a transformaçao da integral na área da so­
lução fundamental em uma integral ao longo do contorno.
A.4 - A Função de Green Associada ao Operador Bi-HarmÔnico
A equação diferencial parcial característica ão operador Bi-Har- 
mônico, através da qual se deseja obter a solução fundamental é:
E possível demonstrar que o Laplaceano da função G (z, z') sati^ 
faz as mesmas propriedades da solução fundamental do operador de Laplace, com 
isso admite-se que G (z, z') satisfaz a seguinte equação diferencial parcial:
V-G (z, z') = 6 (z, z') (a.48)
V2G (z, z') = g (z, z') ------ 1 n|z - z' |211 (a.49)




- L  A  (r 3G)
R 9R 3R
— — 1 n R 
21T
(a.50)
onde R = 1 z - z 1 | , z' C 3D 
Integrando a primeira vez:
r 36 = _ _L il ( i n R - l )  +Cl  
3R 211 2 2
(a.51)
A determinação de ci e feita tomando-se como domínio um círculo 
de raio R e fazendo R -*• 0, assim tem-se:
211
Lim 
R -*■ o 9D
(z,z 1) ds' = Lim —  (z,z' ) ds 1 = Lim
3n n „ Jr, p. 9R n _
R R ->■ o o
R —  ( z ,z1 ) d0 
9R
(a.52)
Aplicando o teorema do valor médio em (a.52) e integrando,
Lim
R -*• o 9Dr
—  (z,z 1 ) ds' = Lim R d—  (z, z') 2 1 1 = 0
3n R-> o 9R
(a.53)
Logo Ci = 0.
Integrando (a.51) obtém-se,
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G (z - z', 0) = G (R, 0) = - —  (ln R - 1) + c2 (a.54)
41 2
Da mesma forma que se admitiu que 9 (0, 0) = 0 na solução funda­
mental do Laplaceano, c2 é determinado tal que G (0, 0) = 0, sendo assim c2 = 0, 
então:
G (z, z1) = - —  jz - z'I2 (1nIz - z'| - 1) (a.55)
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A expressão dada por (a.55) representa a solução fundamental pa­
ra o operador bi-harmõnico.
A.4.1 - A Derivada Normal da Funçao de Green Associada ao Operador Bi-Ha£ 
mõnico
A derivada normal da funçao G (z, z1) pode ser obtida de modo se
melhante ã derivada normal de g (z, z'), assim sendo,
(z, z') = VG (z, z1) . n' (a.56)
3n
3G 3Gonde VG (z, z‘) = ----  i + ----  j
3x' . ~ 3y1
De acordo com (a.54) tem-se,
- J- (1 - ln|z - z-12) (x - x 1) (a.57)
3x ' 8Á
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(z, z') = VG (z, z') . n = -i- ( - ln|z - z' I) (z1 - z) . n' 
3n 411 2
1 / 1 (a.59)
A.4.2 - A Integral na Area da Função deGreen Associada ao Operador Bi-Har
mônico
A utilização da solução fundamental deGreen do operador bi-har- 
mônico na construção de equações integrais,, faz com que um termo da equação re 
presente a integral de G (z, z1) ao longo da região, e interessante adotar o 
mesmo procedimento aplicado ã integral na região de g (z, z'), ou seja, trans - 
formando a integral na área em uma integral na fronteira, deste modo, faz-se o 
uso das figuras a.2 e a.3 e equações (a.55) e (a.42).
G(z,z') dA 1 =
8U






onde R = |z - z’ z’ £ 3D
Realizando a primeira integração,
211
G (z, z') dA* = - —
811




Utilizando (a.40) e rearranjando os termos,
G(z, z‘) dA’ = - —  í — |z - z‘ |2 (1 n|z - z* I - -) (z1 - z). n' ds'
9D (a.62)
A equação (a.62) representa a transformaçao proposta da integral 
de G (z, z') na região para uma integral ao longo da fronteira.
APÊNDICE B
EQUAÇÃO INTEGRAL DA VELOCIDADE MÊDIA PARA 
REGIÕES MULTIPLAMENTE CONEXAS SIMÉTRICAS
A equação que define a velocidade média em uma secção transver­
sal qualquer é dada por:
um (D) =m ' '
1
A ( D)
u (z) dA (3.21)
A equação integral que determina o campo de velocidades em uma 
dada secção transversal arbitrária ê escrita na forma:
u(z) = - -!■a_
4fl
1 n| z - z' | (z1 - z). n' ds ' - J- ( 1  + 1 n| z-z’ J ) —  (z1 )ds' +
9D 2H 3Dj 3D1
211
ll~-.JL.L-.H ' u (z')I I 2z - z
d s 1 z £ D (3.20)
9D; 9D?
onde 9D, 3Di e 9D2 sao apresentados pela Fig. 3.1.
A substituição de (3.20) em (3.21) resulta na necessidade da de­
terminação de três integrais:











(z1 - z) . n'
D 3D2 z - z • I 2
u (Z* ) ds' dA ( b. 3)
3D;
As integrais Ij, I2 e I3 são caracterizadas por uma integral no 
)D.j e uma integral na região D , é interessante transformar esta int£ 
longo da região D em uma integração também ao longo do contorno.






) = (sen a', - cos a 1) (b.4)
Dessa forma, conforme a Fig. b.l. pode-se dizer que:
(z‘ - z) . n 1 = (x‘ - x) sen a' - (y1 - y) cos a' 




iz - z '1
(b.6)
sen H* y - y 
Iz - z 1 I
' (b.7)
Substituindo (b.7) e (b.6) em (b.5), têm-se:
(z1 - z) . n 1 = |z - z‘| cos ¥ sen a’ - |z - z’| sen Y cos a' 
= | z - z'( sen (a1 - ¥)
(b .8)
A equaçao (b.8) e utilizada na transformação das integrais de 
área em integrais na fronteira. f
A Integral ^  é avaliada substituindo-se (b.8) em (b.l),
I: ln|z - z'|(z' - z) . n' ds' dA
D 3D
1n|z - z1|(z - z1) sen (a* - V) ds' dA
D 9D
(b.9)
De acordo com Fig. a.4 e equaçao (a.41) e (a.42),
R = 1 z - z‘ z' e 9D (a.41)
dA = R dR dH* Ca - 42)
A integral Ix é reduzida ã seguinte equação:
1í R(Y)




—  (In R - — ) sen (a1 - ) d'F ds 1




(ln|z - z1| - -  )(z‘ - z). n'(z' - z). n' ds ds 1 
3
A determinação de I2 se faz utilizando as mesmas 
feitas para li , sendo assim:






{ 1  + In R) R dR dV ] —
2 3n
ds'






Substituindo (a.40) em (b.13), conclui-se que:
U  = — - 1 n|z - z’|(z - z‘). n 3u
30 3Dj 9~ 3Di
(z1) ds' ds
Na transformaçao de I3 em integrais de contorno, o 
mento ati agora aplicado deve ser utilizado, com isso,
(z1 - z). n'
3D2 D z - z
• I 2 u(z') dA ds'
3D?
De acordo com (b.8), (a.41) e (a.42),
211 R(4>)
[ R sen(a' - V) —  . R dR d¥ ] u(z‘) ds 1
3D2 o o
211
[ R sen(a' - y) dy ] u(z') ds 1
3D2 o
resultando na seguinte equaçao:
Is =
3D 3D2
(z1 - z). n 1 
z - z'
(z - z‘). n u(z') ds 1 ds
3D2
A forma final da equação da velocidade média para < 
i obtida substituindo (b.16), (b . 14) e (b.ll) na equação integral 
go:









— ( 1n|z - z 1 |- l)(z' - z).n'(z - z').n ds1 ds +
3 3
9uln|z - z 11 (z - z').n 




2 . (z1 - z). n'
9D; z - z' I 2
(z - z'). n u(z') ds1 ds
3Dc
(b.17)
onde 9D - 9Di + 9D2
Desta forma, as integrações necessárias para a obtenção da velo-j
cidade media em dutos de secção transversal arbitrária são realizadas somente 
sobre as fronteiras da região.
APÊNDICE C
CONSTRUÇÃO DE FUNÇÕES DE GREEN ATRAVÉS DO MÉTODO, VARIACIONAl DE RITZ
C.l - O Principio Variacionál
O principio variacional é um método de solução de equações dife­
renciais através da obtenção de funções que extremizam os funcionais advindos 
da própria equação diferencial básica. A teoria de distribuições sugere princT 
pios variacionais, que se equivalem a problemas a valores de contorno que cara£ 
terizam as funções de Green. 0 método variacional de Ritz é particularmente vaji 
tajoso por permitir que a aproximação dos extremos de funcionais seja feita por 
uma sequência completa de funções.
Seja o operador do tipo:
■/
Lu = --- —  (p -^ - )  + q u (c.l)
3t
onde p(x) > 0 em [a,b] R = campo dos números reais, u,p £ C2[a,b] ,
q t C° [a>b] ; C^ [a,b] = espaço das funções k vezes continuamente diferenciá­
veis em [a,b] .
As funções de Green são definidas por certas condições dadas por,
L 9 ( x , t  1 ) = 0 se t  /  t ' em [a, b]








g (t , 
t' e [
l e _  ( T - + , T 1 ) - ( x ' ~ ,  t 1 ) ----------  ( c . 4 )
9x 3t  P(t ‘)
g (t,+, t') - g (t 1- t') = 0  x' £ (a,b) (c.5)
quais pode-se provar que são condiçoes necessárias para o extremo do fun
o (9) = '
2 a
b
(p g2 + q g2) dx - g (t, t') (c.6)
a partir de (c.1 ) onde g (x, x 1) = g (x, x !) + e n(x, x 1) com e £  R , 
[a,b] exceto no ponto x 1 e é continua e satisfaz a condição (c.2). ■
A condição suficientefe estabelecida pelo seguinte teorema: seja 
u') função admissível de (c.6), satisfazendo a condição (c.2) para todo 
a,b] tal que:
i) Lg = 0 T  ^t 1 em (a,b)
ii) (xl + , x) - (x'~t x) ------ ----  X 1 £ (a,b)
9ti  9 x '  p(x)
iii) Lu = 0 ; u (a) = u (b) = 0 admite somente solução trivial em 
(a,b), então o funcional (c.6) tem um máximo para g (x,x‘).
c.1.1. 0 Método de Ritz
0 Método de Ritz consiste na determinação de sequências completas
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em (a,b) tal que minimize o funcional (c.6)
Sejam {<j>v> e í^} sequências completas
v = 1 > 2 • • • v = 1 » 2 • • •
em [a,b] , tais que <j>^ (a) = <j>^ (b) ^ = 0 e 'T (a) = (b) = 0. A aproximação 
segundo Ritz pára o funcional (c.6) tem a forma:
gN (t , x 1) = Z G ò (t ') * (t ) (c.7)
y,v=l M
- 1
onde G = [A 1 eyv L yvJ
b(
A =Uv (l-V dX = AVU (C'8)
Pela análise de (c.7) e (c.8) vê-se facilmente a função de Green 
obtida é simétrica, ou seja,
9N (t , t ') = gN (t ', t ) A (29)
Uma visão mais completa do método variacional aplicado a obtenção 
de funções de Green é apresentada por COLLE [24] , de onde foi extraído o proce 
dimento descrito acima.
c.2 - A Função de Green para a Aleta Interna
A função de Green para a aleta interna foi obtida de acordo com a 
geometria dada pela Fig. c.l.
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Fig. c.l - Aleta Interna,
com A ( t ) = 2y i (R - t ) (c.9) 
(c.10)
P (t) = A  ( t ) _
s (x)
= 2yi (R - x) (c.1 1 )
A equação da energia aplicada a aleta interna é dada por:
[P (t ) - £ _ ]  = 2
9x 8x ks
s (x) (c.1 2 )
com as condições de contorno







A sequência utilizada na obtenção da função de Green é:
<j>y (x)=sen (2y - 1 ) 1ÍT
2£i
(c.15)
que satisfaz as seguintes condições:
<í>y (t = 0) = 0 (c.16)
(t = Ai) = 0 (c.17)
Utilizando o operador de (c.12) em (c.8) e integrando por partes 
com aplicação das condições de contorno (c.16) e (c.17), obtém-se:
yv P(t) <f>' ( t ) <fc^ (t) dxo M i
(c.18)
A integração de (c.18) fornece:
1 1A = - Yi(2y-l)(2v-l){ -------- [l - (-1)
UV 4 (y+v-1) 2
(y+v-1 ) (y-v)
] + — !— 4l-(-l) ]} (c.19)
(y-v)2
«r 2 On
= ~—  Yi (2y-l) { Rx -. —  + --- }
pv 4£í 2 (2y-l)2U2
(c.20)
para y = v
Deste modo a função de Green será:
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gN (t , t ') = Z E G sen T(2y-1) —  ]sen[(2v-l) ] (c.21)
1N u=l v=l yv 2 U  2 U
onde Gyv = [A^] e Ayv conforme (c. 19) e (c.20)
c.3 - A Função de Green para a Aleta Externa
i
A função de Green para a aleta externa foi obtida de acordo com 
a geometria dada pela Fig. c.2.
Fig. c.2 - Aleta Externa.
com A (t )=2y2 (R + t ) (c.22)
s (t ) = 1 (c.23)
e p (t) = = 2Ya (R + x) (c.24) 
s (t )
A aplicação do principio da conservação da energia ã aleta exter^
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na, fornece o seguinte problema a valor de contorno:
3 [P <T) f±] --2 J -  ^  S (T)
3x k 3n s
(c.25)





A sequência empregada na obtenção da função de Green i semelhante 
ã utilizada para o problema descrito por (c.12) a (c.13), sendo igual a:




4>^(t = 0 ) = 0 (c.29)
<f>^ (x = &2) = 0 (c.30)
Utilizando o operador (c.25) em (c.8) e integrando por partes 
com a aplicação das condições de contorno (c.24) e (c.30), obtém-se:
yv (c.31)
A resolução de (c.31) fornece:
/
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( y + v - 1 ) ( y - v )
Apv .  .  1  , . ( í - 1) ( M ) f ( í L i l [1-t-.| ]♦ ^ D - H ,  ] í (c.32)
A = J L  Y2 (2li-V)2 { R + —
yv U z  2
2í 2
( 2y-l ) 2fl2
(c.33)
para y = v
Dessa forma, a funçao de Green sera:
1 F 1 F
gN (x, t ' )  = ^  ^  Gyv sen [ (2y-1 )_ll ] sen [(2v-1 )
212 2 Z2
(c.34)
onde G = [A ] e A conforme (c.32) e (c.33).yv L yvJ yv '
c.4 - A Funçao de Green para a Superficie Intermediária
A funçao de Green para a superficie intermediária i obtida con­
forme a geometria apresentada pela Fi g. c.3.
Fig. c.3 - Superficie intermediária.
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com A (t ) = Dd = R2 - Rj (c.35)
s (x) = 1 (c.36)
p (x) = DR (c.37)
A aplicaçao do principio de conservaçao de energia ã superfície 
intermediária estabelece o seguinte problema:
— ( d r —  ) = ( —  ^  + -ãll) S (T)
3t ks ks
(c.38)
T (t = 0) = Tf (c.39)
T (r = h) = T. (c.40)
A sequência empregada para o problema descrito por (c.38) a 
(c.40) difere das anteriores devido a diferença nas condições de contorno, que 
foi escolhida como sendo,
<j) (t ) = sen (c • 4 1)
satisfazendo as condições
<f>y (t = 0) = 0 f (c.42)
(T = h) = 0 (c.43)
Utilizando o operador de (c.38) em (c.8) e fazendo a integração 
por partes com a aplicação das condições de contorno (c.42) e (c.43), obtem-se:
Mv p (t ) (t ) (t ) 3t (c.44)
A solução de (c.44) e de forma:
A = 0yv
A = dr H ü 1  yv h 2 para y = v
(c.45) 
(c.46)
Dessa forma a funçao de Green será:
>G 'g
gN (t , t ') = ï Z V  sen[fflí]sen[í2I] 
y=l v=l h h
(c.47)
onde 6yv = K J  e Ayv conforme (c -45) e (c -46)
APÊNDICE D
TRATAMENTO DAS SINGULARIDADES
Uma das características das funções de Green é a existência de
singularidades quando z tende a z 1 , as quais devem ser contornadas para que a
integral possa ser obtida. De modo mais especifico, as singularidades surgirão
nas equações desenvolvidas no capitulo 4, quando i = j ou ainda z- = z. ^ J
Fig. d.l.
Uma das formas de se contornar esta singularidade i definindo
i
um arco finito tal que |z - z'|= x, e integrando o núcleo na vizinhança do po­
lo. A partir deste procedimento, é obtida uma expressão para a solução funda­
mental de Green, do operador Laplaceano quando z tende a z', conforme Fig. d.l.
—  ln|z - z ' | dx = - —
- 211 211
ln x dx = - —  (ln Aí - 1 ) 
H
(d.l)
As singularidades também estão presentes na integração da deriva, 
da normal da função de Green sobre um certo contorno. 0 método empregado para 
contornar estas singularidades é resultante da analise geométrica desta deriva-
QJ t
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da normal no caso limite.
Fig. d.2.
De acordo com a definição de produto escalar, e com a aplicação 
Fig. d.2, tem-se:
(z - z') . n 1 = |z - z'| In1| cos (z - z', n')
(d.2)
= c cos 4)
e ainda,
sen a = ^  = —  = - (d.3)
R 2R c
e’ cos <J> = — — = - sen a (d.4)
Substituindo (f.4) 9 (f.3) em (f.2), obtim-se:




A derivada normal da funçao de Green e dada por,
13- (z, z.) .  - -L *.)• (a.33)
a n '  2fi I z -  z 1 I 2
Destemodo i fácil ver que,
1 im (z, z') = - —  — = - —  K (z1) ' (d.6)
z ^ z< 2lï 2R 4n
K (z1) é a curvatura do contorno no ponto z1.
